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171. Sur determinant de Jacobi et relation fonctionnelle

Par Tokui SATO
Départment de Mathématiques, Université de Kobe
(Comm. by Kinjiré6 KUNUGI, M.J.A., Nov. 12, 1965)

1. Introduction. Depuis C. G. Jacobi, il est bien connu qu’il
vy a une relation locale parmi les fonctions fi(xi, <<+, %), *, fu(®s,
e+, ,), si le déterminant fonctionnel a(%—’—il) g’annule dans un
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domaine D. Cependant dans leur célébre mémoire’ K. Knopp et
R. Schmidt ont démontré l’existence d’une relation globale dans D
tout d’un trait dépassant les bornes du probléme local, et dés lors
plusieurs mathématiciens ont poursuivi le méme sujet. Leurs résultats
sont trés intéressants, mais il me semble qu’ils sont trop élants, je
voudrais rechercher ’existence de relations globales par la méthode
de continuation de relations locales.

2. Soit f(x, +--, 2, une fonction définie dans un domaine D.
Lorsque f(x, ---, %,,) est différentiable au sens de Stolz en un point
(2, + -, x,), nous dirons simplement que f(x,, -+, 2, est différentiable
au point (x,, -+, «,). Lorsque f(a,, ---,x,) est différentiable a chaque
point de D, nous appellerons f(x,, ---,x,) fonction différentiable dans
D, et défignerons ce fait par f(x,, +--, «,) € C°[D]. Nous rappelons
le théoréme suivant, car il est trés important quoiqu’il soit bien
connu. Nous l’expliquons sous une forme convenable pour mettre
en évidence que dans ce théoréme il ne s’agit que de l'existence
locale de relation fonctionelle.

Théoreme 1. Soit
(1) fj(xly””xm) (1=12,+:--,m)
un systeme de fonctions différentiables dans un voisinage du point
(a, +++,a,) et r le rang de la matrice fonctionnelle

ox, = o0x, " ox,,
ofy  Ofs ...... Ofy
(2) ox, ' ox, "o,
ox, ' oz, ' 0%,

du systeme (1).

1) K. Knopp und R. Schmidt: Funktionaldeterminanten und Abhéangigkeit
von Funktionen. Math. Zeitscher., 25, 373-381 (1926).
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Posons
(3) bi:fj(a'ly""am) (j=1y27"°rn)°

Si Uon a
(4) K)o (r<m, r<n)

a(wl’ ce .’ w’l’)
dans un voisinage du point (@, -+, a,), il existe un systéme de
fonctions
(5) Fi(yyy =+, 9,) (k=r+1, -+, m)
différentiables dans un voisinage du point (b, --+,b,) tel qu’on ait
(6) Ju(®y o2, xm)sz(fl(xl’ ) wm), "°’fr(w1’ M) xm))

(k=r+1, -+, m)

dans un voistnage du point (a,, «--, a,).

Théoreme 2. Soit (1) un systeme de fonctions différentiables
dans un voisinage du point (a,, +--, a,); et supposons que l'on a
(4) dans uwn voisinage du point (a, ---,a,). Alors on a au plus
un systéme de fonctions (5) différentiables dans un voisinage du
point (by, ---,b,) qui satisfait aux égalités (6) dans wun voisinage
du point (a, ---,a,), o b; (j=1,2, ---,m) sont les mémes que (3).

Preuve. Soient Fi(y, --+, ¥.), Gy, -+, ¥,) (k=r+1,---,n)
deux systémes satisfaisant 4 I’hypothése. Alors on a (6) et
( 7 ) fk(xl’ ] xm)sz(fl(wn °t %y wm)’ A ] fr(xl’ MR xm))

(k=r+1, «--,n)
dans un voisinage U(a,, -+, a,). On obtient donc dans U(a,, +--, a,)

afk :aFk afl +...+aFk afr
o, oy, oux; oy, ox;
o _ G, Of. . ... , 0G. Of,
ox; oy, ox; o0y, Ooux,

(t=1,2, -+, r, k=r+1, -+, m) .
En vertu de (4), on obtient

(8) PG =0 (=12, 0,7).

Il en résulte que la fonction Fy(y,,- -+, ¥,)—Gi(y,, - - -, ¥,) doit satisfaire
aux équations aux dérivées partielles (8).
Fi(yy, -+~ yr)'—Gk(yn °c0y yr):Ck (k=7r+1, ---, ")

sont les solutions générales des équations (8), ou C,(k=7+1, -+, n)
sont constants. En vertu de (6) et (7), on obtient C,=0 (k=7r+1,
cee, M),

3, Dans ce numéro nous cherchons une relation globale dans
D pour le systéme de fonetions (1).

Soit 4 un domaine contenant I’image de l’application

yj:fj(x1’°'°’ xm) (j:l, 2, .00, m)

de D.
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Soit F une famille de fonctions définies dans 4, laquelle nous
préciserons plus loin.

Soit (x?, +++, 2) un point dans D et ¢(x, +--, x,) une fonction
définie dans D.

Lorsque l'on peut prendre un voisinage U(xl, ---, «)) et une
fonction F(y,, +++, ¥,) € F de maniére que
(9) ¢(x17 M) xm):F(fl(xu ceey L)y coey Su(@yy ooy X))
dans DN U(«, ---, «%), on appelle ¢(x,, +--, «,) fonction dépendante
du systéme (1) au point («¢, ---, «%) par rapport & &, “indépendant”
est la négation de “dependant”.

Lorsqu’en touts les points de D, ¢(«,, ---,2,) est dépendante
(indépendante) du systéme (1), ¢(x;, <+, %,) s’appelle fonction
dépendante (indépendante) du systéme (1) dans D par rapport a <.

Lorsque chaque fonction du systéme de fonctions
(10) Sy, o0, @) (k:]-a 2, .0, n+1)
est indépendante du systéme d’autres fonctions dans D par rapport 4
<, on appelle (10) systéme mutuellement indépendant par rapport a &F.

Considérons un systéme de fonctions
(1]-) fi(xly "',xm) (7':1’ 2, e0,m) .

Dans toute la suite, on suppose toujours que [z, <+, %,)
eCD] (1=1,2, ---, m) et que F est C*[4].

Théoreme 3. Pour que le systéeme (11) soit mutuellement
indépendant par rapport & F, il faut et il suffit que, quelque sotit
(@2, «--, 2%) e D, il existe un voisinage U(xl, ---, a%,) et une fonction
F(y,, -, y,) € F tels que dans DN U}, - - -, x%) on ait identiquement
(12) F(fl(xly "°ywm)! "'yfm(wly ---,xm))=0

et que toutes les dérivées Fyy, o+, 9Ym) (6=1,2, -2, m) ne

s’annulent dans U'image de I'application
(13) yi:fi(wly ] xm) (?’:17 2, .-, m)
de DN U(S, -+, x3).

Preuve. Raisonnons par ’absurde. Il suffit de montrer le
suivant:

Sous les hypothéses du théoréme, la condition nécessaire et
suffisante pour que fi(x, -+, ®,) soit dépendante du systéme de
L@y, oo o, 2,), oo, Ful®y, o+, 2,) dans D, est que ’égalité (12) subsiste
identiquement dans DN U(x}, -+, 25,) et que l'on a
(14) O Py +++, yn)#0

Y,
dans l’image de l’application (13) de DN U(xs, -+, 25,). Soit fi(x,,
.+, x,) dépendante du systéme de fu(®, +++, @), * ) fu(@y, o+, L)
dans D. Par définition, pour (%, +--,%%)e D on peut prendre un
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voisinage U(a3, - -+, «%) et une fonction g(y., *++, Yn) € F tels que
fl(xly ] wm)zg(fZ(xlr ERETE ) REREN fm(wly M) wm))
dans DN U(#}, « -, x5,).
Posons
FWy 9oy 23 Yn)=Y1— 9y ***, Ym) «
Alors on a (12) dans DN U, +«-, 25%), F(Yy, Yoy ***, Ym) €F et (14).
Ce qui montre la nécessité des conditions dans le théoréme,
Ensuite montrons qu’elle est suffisante. Posons
yi=ri(as, cee, @) (’b.:l, 2,00, m),
et supposons que le systéme (11) satisfait a (12) dans U(w), -+, 25).
Considérons 1’équation
Fy, e -, Ym)=0

dans un voisinage U(y?, «+-, %%). Puisque l'on a oF

Y.

#0, il existe

dans U(y}, «-+, ¥5) une seule solution

Yi=9Ys ** ) Ym)
différentiable et satisfaisant a

Yi=g(¥s * 5 Ym) -
Posons
g(xlv M) xm)zg(f2(x1’ c xm)’ °0 0y fm(xly M) wm)) .
On a alors identiquement
F(g(xly 0y xm)yfﬁ(xla ey xm)’ b "fm(wli ) x,,,))=0
dans un voisinage U,(x3, -+, 23,) suffisamment petit. L’équation
F(yu f2(x1’ M) xm)’ e °,fm(x1y cty xm))=0
admet une unique solution y,=h(x,, +--, ®,) différentiable dans un
voisinage Uy(®,, -+, 2,,) et satisfaisant a
Yi=h(al, -, 27) .
D’aprés I’hypothése on a (12) dans DN U(xs, ++-, z%). On a done
fl(xly M) wm)=g(w1y ] xm)_—:h(xh ccty xm)
dans un voisinage Uya?, -+, ) contenu dans U,(x%, - .-, &%) N U,
cee, %), Par suite fi(z, ---,®,) est dépendante de fu(w,, +--, ¥u),
oo, fu(®@s, +++, ®,) par rapport & F au point (x}, «+-, a5).
Théoréeme 4. Pour que le systéme (11) soit mutuellement
indépendant dans D, il faut et il suffit que U'on ait
o(fy, »+-, fm)
o SR M
dans D.
Preuve. Supposons que l’on a 1’égalité (12) dans DN U(x, - - -,
2%) pour un voisinage U(3, .-+, %) et une fonction F(y,,++, Yn) € F.
D’aprés le théoréme de différentiabilité de fonction composée, en
dérivant (12) par rapport a z,(7=1,2, ---,m), on a
oF af, oF of. _ .
oy, am T Ty om, G=L2, 0
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Par suite, pour que toutes aa Fy, +++,yn) (t=1,2, -++, m) soient
Y

nulles, il faut et il suffit que l'on ait (15). D’aprés le théoréeme 3,
la condition cherchée est (15).
Théoréme 5. Soit m—s (L=s<m) le rang du déterminant

fonctionnel du systéme (11); et supposons que (forr, * 25 fnm) g
a(xs+19 M) xm)

dans D.
Il ewiste un unique systeme de fonctions Fy(Yersy =+ YUn)y
'Fs(ys+1y ct ym) € g tel que
Fi@yy ooy ) =F(Fors(@y, oo oy )y ooy Fn(@y o0, X))

oooooooooooo

Fe@y o0y @) =F(fors(@sy 00y @)y 200y ful@y 200, Tn))
dans D.

Preuve. 11 suffirait de prouver ce théoréme dans le cas ol s=1.

Soit (¢, +++, ®,) un point de D, D’aprés les théorémes 1 et 2,
il existe un voisinage U(x,, +-+, 2,) et une seule fonetion F'(y,, ---,
Ym) €F telle que
(16) Si@s, oo, @) =F(f®yy o+ 0, Tp), + y Su(@yy oo, Tm))
dans DN U(z,, « -, ©,).

Cela posé, prenons deux points dans D, et une courbe v joignant
ces points et contenue dans D. On peut prendre un systéme de
voisinages U(ai, « -+, a3), U, - -+, @%), -+ -, U,(af, - -+, 27) tel que

vw<eU,ut,u---uv, .
Soit
Ul(xi’ ) x%n)n Uz(xﬁ, R x?n):# D .

Par hypothése, on peut trouver Fi(ys, +**, Un), Fo(¥sy **+, Ym) € F,
pour lesquelles on a

fl(xly Y xm)zFl(f2(x19 ey wm)’ i "fm(xly cccy xm)) )

fl(wla ety xm)=F2(f2(xly ey xm)y . '7fm(w1y ctty mm))
dans DNU,NU, D’aprés le théoréme 2, on obtient

Fl(y27 cty ym)ze(yzy 0ty ym) .

On a donc (16) dans D.

Théoreme 6. Supposons que le déterminant fonctionmel du
systeme (11) soit identiquement mul dans D et que deux de ses
mineures ne s’annulent pas dans D; soit

a(f29f39 °°°yfm)
@ o m o m) #0,
(18) a(flyfﬁr’"';fm) )

a(xly Ly * 2, xm)
dans D.
Il existe alors deux seules fonctions Fy(Ys, Ys, =+ YUm)y Fo(¥1, ¥s,
cee, Yn) €S telles que
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(19) fl(xly ] xm):Fl(fZ(wl, %y wm); f3(w1y ]
(20) fz(xu tt %y xm)=F2(f1(x1y 0y xm)r f3(w1y 0y
dans D et

(21) ylel(Fz(yly Ysy * o, yWL)y Ysy **
(22) Yo=FoFs(Ysy Y3, ** ) Ym), Y3y **

[Vol. 41,

xm),°"’fm(x1y"'yxm)) ’

xm)y" "fm(mly""mm))

i) ym) ’
* ym) .

Preuve. En dérivant (19) et (20) par rapport a «; (1=1,2, ---,

m), on obtient dans D

of, _ oF, of, oF, 0df, oF, of,
oo, oy ow | oy om | oym om
of _ oF, of, | OoF, ofs 0F, Ofm
ow; B oy, ox; - 0ys 0w, e +m%'
En vertu de (17), on obtient
OF, OF, _,
oy, oy, '
oF, oF, " oF, _o ... OF, 0F, , 0OF, -0,
oy, 0y 0y 0y, OYw  OUYm
Posons
Fy(F)=F(F.(Ys Ysy ***y Ym)s Ysy ***y Ym) +
Alors on a
3F(F) _ oF, 3F,
0Y, 0y, 0Y.
OF(F) _ oF, oF, _ oF,
0Ys 0y, 0y 0Y, ’ '

oFy(F,) _ 0F, OF, n oF,
OYm oY, 0Yn  OYm
Puisque (20) subsiste dans D, on a
Fy(F)=y,.
En vertu de (19), on obtient de méme
Fy(F)=vy,.
Par suite, on obtient (21) et (22).

Remarque, Lorsque les fonctions (11) appartiennent a C’[D]
(r=1,2, +++, o, ), si 'on comprend F=Cr[4], tous les théorémes

1—6 subsistent sans aucun changement.



