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(Comm. by Kinjir5 KUNUGI, M.J..., Nov. 12, 1965)

1o Introduction. Depuis C. G. Jacobi, il est bien connu qu’il
y a une relation locale parmi les fonctions f(, .--, ),..-,f(x,

.-, x), si le dterminant fonctionnel (f’ "’" f) s’annule dans un
(x, ..-,

domaine D. Cependant dans leur clbre mmoire) K. Knopp et
R. Schmidt ont dmontr l’existence d’une relation globale dans D
tout d’un trait dpassant les bornes du problme local, et ds lors
plusieurs mathmaticiens ont poursuivi le mme sujet. Leurs rsultats
sont trs intressants, mais il me semble qu’ils sont trop lants, je
voudrais rechercher l’existence de relations globales par la mthode
de continuation de relations locales.

2. Soit f(x, .-., x) une fonction dfinie dans un domaine D.
Lorsque f(x, ..., x) est diffrentiable au sens de Stolz en un point
(x, -.-, x), nous dirons simplement que f(x, ..., x) est diffrentiable
au point (x, -.., x). Lorsque f(x, ..., x) est diffrentiable chaque
point de D, nous appellerons f(x, .--, x) fonction diffrentiable dans
D, et dfignerons ce fait par f(x,..., x)e C[D. Nous rappelons
le thorme suivant, car il est trs important quoiqu’il soit bien
connu. Nous l’expliquons sous une forme convenable pour mettre
en .vidence que dans ce thorme il ne s’agit que de l’existence
locale de relation fonctionelle.

Thorme 1. Soit
( i fj(x, ..., ) ( i, 2, ..., n)
un systme de fonctions diffdrentiables dans un voisinage du point
(a, .--, a) et r le rang de la matrice fonctionnelle

(2)

du systme (1).

1) K. Knopp und R. Schmidt: Funktionaldeterminanten und Abhingigkeit
von Funktionen. Math. Zeitscher., 25, 373-381 (1926).
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Posons
3 b-f(a, ..., a) (j 1, 2, ..., n)

Si l’on a

a (f’ "’"f) 0 (r<m,
(x, ...,

dans un voisinage du point (a, ..., a), il existe un systme de
fonctions
5 F(y, ..., y) (k=r/ 1, ..., n)

diffdrentiables dans un voisinage du point (b,..., b) tel qu’on air
6 f(x, ..., x)-F(f(x, .o., x), ..., f(x, ..., ))

(/=r+ 1, ..-, m)
dans un voisinage du point (a,..., a).

Th4orme 2. Soit (1) un systme de fonctions diffdrentiables
dans un voisinage du point (a, ..., a); et supposons que l’on a
(4) dans un voisinage du point (a,..., a). Alors on a au plus
un systme de fonctions (5) diffdrentiables dans un voisinage du
point (b, ..., b) qui sarisfair aux dgalitds (6) dans un voisinage
du point (a,..., a), ot b (3"-1, 2,..., n) sont les mmes que (3).

Preuve. Soient F(y, ..., y), G(y, ..., y) (k--r+1,---, n)
deux systmes satisfaisant l’.hypothse. Alors on a (6) et
7 f(x, ..., x)=G(f(x, ..., x), ..., fi(x, ..., x))

(k=r+l, ..-, n)
dans un voisinage U(a,..., a). On obtient donc dans U(a,..., a)

f _F f +... F f
x y x y x
3f G 3f +

_
3G 3f

x 3y x 3y x
(i=1, 2, ..., r, k=r+ l, ..., n).

En vertu de (4), on obtient

(8)
Y

(F G) 0 (i 1 2, r).

I1 en rsulte que la fonction F(y,..., y)-G(y,..., y) doit satisfaire
aux quations aux drives partielles (8).

F(y, ..., y)-G(y, ..., y)=-C (k-r+ i, ..., n)
sont les solutions gnrales des quations (8), off C (k=r+ 1,..-, n}
sont constants. En vertu de (6) et (7), on obtient C=0 (k=r+l,

3. Dans ce numro nous cherchons une relation globale dans
D pour le systme de fonctions (1).

Soit z/ un domaine contenant l’image de l’application
y=f(x, ..., x) (]= 1, 2, ..., n)

de D.
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Soit ff une famille de fonctions dfinies dans z/, laquelle nous
prciserons plus loin.

Soit (0, ..., 0) un point dans D et (, ..., ) une fonction.
dfinie dans D.

Lorsque l’on peut prendre un voisinage U(x, ..o, x) et une
fonction F(y,..., y) de manire que
9 (x, ..., x)=F(f(x, .-., x), .-., f(x, ..., x))

dans D U(x, ..., x), on appelle (x, o, x) fonction dpendante
du systme (1) au point (x, ., x) par rapport , "indpendant"
est la ngation de "dependant".

Lorsqu’en touts les points de D, (x, ..., x) est dpendante
(indpendante) du systme (1), (x,--o, x) s’appelle fonction
dpendante (indpendante) du systme (1) dans D par rapport .

Lorsque chaque fonction du systme de fonctions
(10) fk(xl, "’, x) (k=- 1, 2, ---, n/ 1)
est indpendante du systme d’autres fonctions dans D par rapport
F, on appelle (10) systme mutuellement indpendant par rapport .

Considrons un systme de fonctions
(11) fi(xl, ..., x) (i=1, 2, ..., m).

Dans route la suite, on suppose toujours que f(x,--.,x)
e C[D (i--1, 2, o.., m) et que est C[2.

Thorme 3. Pour que le systme (11) soit mutuellement
inddpendant par rapport d F, il faut et il sut que, quelque soit
(x,..., x) e D, il existe un voisinage U(x,..., x) et une fonction
F(y, y) e tels que dans D U(x, ., x) on air identiquement
(12) F(fi(x, o, x), ..., f(x, ..., x))--0
et que routes les d3rivges --F(y, y) (i-1,2, ..o, m) ne

3y
s’annulent dans l’image de l’application
(3) yi=f(x, .o., x) (i--1, 2, o.., m)
de D U(x?, ..., x).

Preuve. Raisonnons par l’absurde. I1 suffit de montrer le
suivant"

Sous les hypotheses du thfiorme, la condition nficessaire et
suffisante pour que fi(x, o..,x) soit dfipendante du systme de
f(x,.-., x), ..., f(x,o.., x) dans D, est que l’figalitfi (12) subsiste
identiquement dans D U(x,.. o, x) et que l’on a

(14)
yl

F(y, y)=/=0

dans l’image de l’application (13) de D U(x, ..., x). Soit f(x,.., x) dfipendante du systme de f(x, ..., x), o.., f(x, ..., x)
dans D. Par dfifinition, pour (x, ..., x)eD on peut prendre un
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voisinage U(z, ., x) et une fonction g(y.,..., y)e tels que
f(x,, ..., x,)=g(f(x, ..., x), ..., f(x, ...,

dans D U(x, ..., x0).
Posons

F(y, y, ..., y)-y-g(y, ..., y)
Alors on a (12) dans D U(x, ..., x,), F(y, y, ..., y) e et (14).
Ce qui montre la ncessit des conditions dans le thorme.

Ensuite montrons qu’elle est suffisante. Posons
y--f(x, ..., x,) (i= 1, 2, ..., m),

et supposons que le systme (11) satisfait (12) dans U(x, ., x).
Considrons l’6quation

F(y, y, ..., y) 0

dans un voisinage U(y, ..., y). Puisque l’on a F =/= 0, il existey
dans U(y,..., yo,,) une seule solution

y--g(y., ..., y)
diff6rentiable et satisfaisant

yO_g(yO, ..., yO,).
Posons

g(x, ..., x,,)-g(f(x, ..., x), ..., f(x, ..., x))
On a alors identiquement

F(g(x, ..., x,), f(x, ..., x), ..., f(x, ..., x))=0
dans un voisinage U(x, ., x) suffisamment petit. L’quation

F(y, f(x, ..., x,), ..., f(x, ..., x))--O
admet une unique solution y-h(x, ..., x) diffrentiable dans un
voisinage U(x,..., x,) et satisfaisant

y-h(x, ..., x)
D’aprs l’hypothse on a (12) darts D U(x, ..., x). On a doric

f(x,, ..., x,)=g(x,, ..., x)--h(x, ..., x.)
dans un voisinage Uo(x, ..., x) contenu dans U(x, ..., x) U(x,
.., x). Par suite f(x, ..., x) est d6pendante de f(x, ..., x),

..., f(x,..., x) par rapport au point (x,-.., x).
Thorme 4. Pour que le systme (11) soit mutuellement

indgpendant dans D, il faut et il sut que l’on air

(15) 5(fi’ "’ f*) =/=0
(x, ...,

clans D.
Preuve. Supposons que l’on a l’6galit (12) dans D U(Xl, .,

x) pour un voisinage U(x, ..., x) et une onction F(y,..., y)e .
D’aprs le th6orme de diffrentiabilit de onction compose, en
drivant (12) par rapport x(i=l, 2,..., m), on a

5F 5f, q F 5f,-0 (i--1,2,...,m).
5y x y x
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Par suite, pour que toutes F(y, ..., y) (i-1, 2, ..., m) soient
3y

nulles, il faut et il suffit que l’on air (15). D’aprs le thorme 3,
la condition cherche est (15).

Thorme 5. Soit m-s (1-<sm) le rang du ddterminant
(f,+l, "",f) =/=0fonctionnel du systeme (11); et supposons que (,+1, :x)

dans D.
I1 existe un unique systme de fonctions F(y+, ..., y), ...,

.F(ys+, ..., y) e tel que
f(x, ..., x)=F(f+(x, ..., x), ..., f(x, ..., x))

Preuve. I1 suffirait de prouver ce thorme dans le cas o s-1.
Soit (x, ..., x) un point de D. D’aprs les thormes 1 et 2,

:il existe un voisinage U(x,..., x) et une seule fonction F(y2, ...,
y) e telle que
{16) f(x, ..., x)=F(f(x, ..., x), ..., f(x, ..., x))
<lans D U(x, ..., x).

Cela pos, prenons deux points dans D, et une courbe / joignant
ces points et contenue dans D. On peut prendre un ysteme de
voisinages U(x, ..., x), U(x, ..., x), ..., U(x, ..., x) tel que

UU....UU
Soit

U(x, ..., x) U(x, ..., x) (R)
Par hypothse, on peut trouver F(y., ..., y), F(y, ..., y)e ,
:pour lesquelles on a

f(x, ..., x)=F(f(x, ..., x), f(x, ..., x))
f(x, ..., x)=F.(f(x, ..., x), -.., f(xl, ..., x))

dans D( U( U. D’aprs le thorme 2, on obtient
F(y., ..., y)---F(y, ..., y)

On a donc (16) dans D.
Thorme 6. Supposons que le dgterminant fonctionnel du

systme (11)soit identiquement nul dans D et que deux de ses
mineures ne s’annulent pas dans D; soit

(17) (f, fs, ", f) 0,
(x, x, ..., x)

(18) (fi’ fs " f) 0(x, x, ..., x)
dans D.

I1 existe alors deux seules fonctions F(y, y, ..., y), F.(y, y,.., y) e telles que
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3X y. X 3y X
En vertu de (17), on obtient

(19) f(x,. ., x)=F(f(x,..., x), f(x,. ., x),. .,f(x,. ., x))
(20) f(x,..., x)=F(fi(x,..., x), f(x,..., x),..., f(x,..., x))
dans D et
(21) y=F(F(y,, y, ..., y), y, ..., y)
(22) y2--F(F(y, y, ..., y), y, ..., y)

Preuve. En drivant (19) et (20) par rapport x (i=1, 2,...,
m), on obtient dans D

3f_ 3F f + 3F f 5 F f
(x y. (x 3y Ox y. (x... F f.y

Posons

aF aF.=l,ay
aFt. aF aF-0,y y 3y

aft, aF aF_o.
y 8y y

F(F)=F.(F(y, y, ..., y), y, ..., y).
Alors on a

F(F)_ F aFt.
ay y y.

F.(F)_ F F + Fy y y 3y

F(F) F F +_F:.
y y 3y y

Puisque (20) subsiste dans D, on a
F(F)y.

En vertu de (19), on obtient de mme
F(F)y

Par suite, on obtient (21) et (22).
Remarque. Lorsque les onctions (11) appartiennent

(r-l, 2, ..., , w), si l’on comprend =C[2, tous les thormes
1-6 subsistent sans aucun changement.


