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169. Sur la rgularit des potnts frontires relative
& l’quation linaire du type elliptique et du
second ordre dans le problme de Dirichlet. I

Par Seturo S0D
(Comm. by Kinjir6 KuNuL .J.., Nov. 12, 1965)

A propos de l’quation linaire du type elliptique
(1) u X ,=a(x)3u/X_b(x)u/ c(x)u=
on peut considrer plusieurs sortes de la rgularit d’un point quel-
conque frontire d’un domaine born dla rgularit pour d-- fer-
meture contenue dans le domaine (R)(_R’), off les coefficients a, b,.
c, et f de (1) sont prescrits et continus au sens de HSlder.

1. Rgularit simple. DFITmN 1.1. (Rdguaritd simple). On
dit qu’un point e 3d est rdgulier (u-O) pour d, lorsque et seule-
ment lorsqu’il existe une hypersphre ouverte X-2() centre sur

et une onction e C(dX) remplissant les conditions suivantes"
((1)) (x)0 dans dX entier,
((2)) lim (x)--0 et

(dZ)

((3}) =< 1 partout dans d ( X.
Concernant la rgularit de cette aqon, on tablit un thorme

comme ceci:
TH]ORIME 1. Soil un point fixe de d. Pour que soil

r@ulier (u=0) pour d, il faut et sut que soil rggutier (?u-O)
pour d, o ? est donnd comme operateur diffdrentiel de l"equat,on"
(2) u--2,,= a,(x)3u=f(x).)

La rgularit simple d’un point rontire e d pour le domaine
d ne se rapporte pas rien l’existence des solutions dans d; c’est
ce qui seulement sert confirmer la convergence d’une solution u(x)
dans d lorsque x--, si elle proprement existe, moyennant soit un
thorme de comparaison ou le principe du maximum. Par exemple,
tout point rontire d’une hypersphre ouverte X est rgulier (2u-0)
pour X et donc aussi rgulier (2u+ku-O) pour X quel que soit k>0.
Mais il n’y a rien de solution pour certaines k>O exceptg des solutions.
trgs spgciales. En rsum la rgularit simple du point e 3d pour
d n’est qu’une relation gometrique entre le point et le domaine
d exprime l’aide de l’quation.

1) Cf. Thorme 1.1 (p. 34) dans
S. Simoda: Sur la rgularit des points frontires relative l’gquation

linaire du type elliptique et du second ordre. Mem. Osaka, Gakugei Univ., B,
No. 13, 33-53 (1964).
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Si, en particulier, le coefficient c(x)est non-posi$if sur d, la
condition ((1)) est rempla(able par

((1’ lim inf () >_._ 0 quel que soit s e (d v).

2. Cas c(x) non-positif. Rgularit au sens, de Wiener-Perron.
Partout dans cette section on suppose constamment
(3) c(x)O dans d entier.

Dans ce cas la mthode de O. Perron est applicable (1) pour
la rsolution du problme de Dirichlet. Un peu en dtail, quand
il est donne une fonction Z, non ncessairement continue, borne
sur d, il existe deux familles des fonctions e C(d) comme il suit: La
famille i(Z, f), c’est la totalit des (1)-surfonctions w/qui remplissent
P lim inf w(x)_(s) quel que soit s e d,

et la famille (Z, f), c’est la totalit des (1)-sousfonctions v qui rem-

plissent

P lira sup v()___<
(d)

Les deux fonctions

(x)--, f-J(x)-- inf w(x): w e (), f) et
(a) (u__(x)-u_Z, f (x)- sup v(x). v e (Z, f)-J
sont, toutes deux, de la classe C(d) et des solutions de (1) dans d,
donnant

u_(x) =<(x) dans d entier.)

Mais, en gnral, elles ne coi’ncident pas.
DIFINITION 2.1. (Re’gularitd au sens de Wiener-Perron). On

dit qu’un point ed est rdgulier (u-f) pour d au sens de
Wiener-Perron--ou au sens P abrviativement--, lorsque et seule-
ment lorsque, pour n’importe quelle fonction frontire borne , il
subsiste en mme temps deux ingalits
EP] Z,()_u_,Z, f]() et *EZ, f]()Z*().)

D]FINITION 2.2. Une fonction Z borne sur 3d est dire rdsolutive
pour d relativement d (1), lorsque et seulement lorsque

2) La notion "surfonction" est la dilatation de la notion "surharmonique"
dans le cas de l’!quation de Laplace. Voir, si n!cessaire, p. 21 dans

S. Simoda: TraitS! sur ta Th!orie des Equations Elliptiques et Semi-
lin!aires. II. Mere. Osaka Gakugei Univ., B, No. 10, 5-29 (1961).

3) Cf. Th!orme 2.14 (p. 53) dans le mmoire cit 1).
4) On difinit

;(,()= lim inf Z(s) et u,()= liminf u(x).
(si}d) Cxd)

Si l’on remplace inf par sup dans chaque cas, on obtient la ddfinition de z*() et
u*().
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et cette fonction, qu’on dnote par uEZ, f] simplement, est dite fonction
(ou solution) de Wiener pour d de l’gquation (1) correspondante d

LEMME 2.1. Si Zest rsolutive pour d relativement ’ (1), on a
alors

iZ+ Z, f+A] -uEZ, f] +_uEZ, A]
quelles que soient Z, f, et f.)

THIORIME 2. (Thgorme du type Wiener). Toute X e C(d)
est rgsolutive pour d relativement d (1).)

I1 vaut le peine de remarquer que, si e d est rgulier (3u=f)
pour d au sens [P et si Z est continue, il subsiste

lim u[Z, f(x)-Z().
(xd)

LEMME 2.2. Soient un point de 3d, un domaine contenant
et w e C(d ) une (1)-surfonction seulement dans d .7) Si u

est une (1)-surfonction dans d entier et s’il subsiste l’ingalit
w.(x)>-u(x) toutes les lois x e ()d,

la fonction
u(x) si x e d- !3

u,(x)- ’’tmin [u(x), w(x) si x e d
est encore de la classe C(d) et une (1)-surfonction dans d entier,s)

LEMME 2.3. Toutes les fois Zest borne sur d et f hSlderienne sur, il existe une e (Z, f) C() et une ? e (Z, f) N C().9)

TH]ORIME 3. Si un point e d est rdgulier (u-O) pour d,
est en mme temps rdgulier (u-f) pour d au sens P quelle que

soit f hb’lderienne sur d.)

Preuve. Soit borne sur 3d et pour brvit nous utilisons les
notations (x) et _u(x) donnes (4). Notre but est l’tablissement
des ingalits
(5) Z,()-e<u,() et *()<Z*()-Fe
pour tout e > O.

Prenons une e (Z, f) N C(d) et une e (Z, f) N C(d)) et posons

g,= max de (x) sur d, /- rain de ?(x) sur d,
Z, sup de Z(s) sur 3d et Z- int de Z(s) sur ad;

5) Cf. Lemme 10.1 (p. 5) dans le mmoire au mme titre (III) en 1962.
6) Si ncessaire, voir le mme mmoire en 1965 en prt!paration.
7) Cf. Lemme 10.2 (p. 7) dans mon mr!moire cite! 5).
8) Voir le mme mmoire en 1965 en prt!paration.
9) Cf. Thorme 2.10 (p. 50) dans mon mmoire cit 1).

10) La continuitt! HSlder de f ne sert qu’ l’existence de z,f] et de
dans la classe C(d).

11) Cf. Lemme 2.3.
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(6)
videmment.

Soient 2: l’hypersphre ouverte centre sur et e C(dX)la
onction satisaisant aux conditions ((1}, ((2}, et ((3} (c. Dfinition
1.1). Prenons un nombre -(e)0 remplissant les deux conditions
comme ceci:

((i }} / <__ le rayon de 27.

Envisageons les deux fonctions

w(x; , e)-- MCZ(x)/ [2-__-----A x- / Z*()/ e/2
(7)

v(x: , e)-- M(x) Z-/. x- + Z.()--e/2

avec

(8)

dans d V/, off est l’hypersphSre ouverte centre sur et de rayon
3>0; w et v, toutes les deux, sont de la classe C(d); west une
(1)-surfonction dans d, l& v une (1)-sousonction et elles satisfont

lim inf w(x; , e)(x) et

(9)
lira sup v(x; , e) (y)
y

quel que soit y e (3)d. Donc, l’aide de Lemme 2.2,
(x) si x e d-(x) (min [(x), w(x;

est une (1)-surfonction et

(x)
tmax (x), v(x;

une (1)-sousfonction.
En outre, il est plutSt ais de voir

e (Z, f) et e (, f).
Ainsi tant, on a

u*()()w*(; , )-z*()+e/2<z*(u)+;

12) * dnote la maximum de *(x) pour xe de la fonction continue sur
1d. On dfinit a(x) =racine carr du maximum des valeurs X,j=la,j(x),5 pour

tout vecteur unitaire rgel ri=(r]l, r]., ..., r]) et
a0=min [_a(x)" x e d.

Au reste on dfinit

B= max 11..
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et de mme la premiere ingalit de (5), c.q.f.d.
TH]ORME 4. Si un point e d est rdgulier (-u=f) pour d

au sens [P

_
(o on considre une seule f arbitraire et fixe),

est en mgme temps rdgulier (u=0) pour d;f est supposde
hglderienne sur d.TM

Preuve. Si Z e C(3d), on a toujours une relation
u[Z, 0] -uZ, f]-uE0, f]

entre les trois solutions de Wiener pour d de l’&quation
(0) u=o
et de (1) correspondantes Z et 0 (cf. Thorme 2) vu Lemme 2.1;
et notre hypothSse entralne

lim u_X, 0(x)- lim u[Z, f_(x)- lim uO,
(xd) (xd) (d)

l’aide de la remarque nonce aprs Thorme 2.
La question a ainsi se rduit au cas f-0, c’est--dire il n’y

qu’ dmontrer que, si est rgulier (u=-0) pour d au sens P-],
il est rgulier (u-0) pour d.

Soit e (0, 1) C(d).) Si l’on pose
(x)-(x)-u, o(x),

qui est de la ciasse C(d), elle donne
T(x)_<__ 1 dans d entier

et
lira (x)=-()-()-0;
(xd)

et, puisque est de la classe C(d) et une (10)-surfonction d’autant
plus que e (0,- 1) et puisque satisfait la condition P pour
(s), on a

u, 0-(x)-, 0(x)_<_(x) dans d entier
et done, pour n’importe quel point s e d,

lim inf (x)-s)- lim sup u, O-j(x)>= (s)-(s)-O,
(d) (d)

ce qui entraine g(x)0 dans d entier.
Aprs tout, satisait aux trois conditions donnes Dfinitioa

1.1 avec X (une hypersphre ouverte centre sur choisie tout 4
volontd) ensemble, c.q..d.

COROLLAIRE :[. Soit f hSlderienne sur d (arbitraire et fixe).
Pour que e 3d soit rgulier (u=f) pour d au sens [PJ, il aut
et suffit que est rgulier (u0) pour d.

COROLLAmE 2. Soient f et g routes les deux hSlderiennes sur. Si ed est rgulier (u-f) pour d au sens [P_, est en
mme temps rgulier (u-g) pour d au sens P; et vice versa.

13) Cf. la note 10).
14) Cf. Lemme 2.3.
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REMARQUE. Comme il est clair vu la narration au dbut de la
preuve du thorme, s’il ne s’agit que du cas f0, on n’a pas besoin
de Thorme 2 et de Lemme 2.1; il y suffit de faire usage de [, 0]
au lieu de u[, 0.


