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31. Sur le thorme de la continuit dans l’espace
de deux variables complexes. III

Par Ikuo KIMURA
Universitg de K6b6

(Comm. by Kinjir5 KUNUGI, M.b.A., Feb. 12, 1966)

Introduction. Le m6me sujet que dans les Notes ant6rieures
2, 3 est poursuivi encore. Nus donnons nouveau trois autres
d6finitions de pseudoconvexit6 par rapport une direction complexe,
et montrons que deux de ces d6finitions sont 6quivalentes l’ancienne
(_2J, 3); la dmonstration est faite par la mthode de M. K. Oka
[1. En outre nous claircissons quelques proprits d’un domaine
pseudoconvexe au sens de la troisime dfinition.

1. Des autres d4finitions. Soit D un domaine univalent dans
l’espace de deux variables complexes w, z; donnons trois dfinitions
de pseudoconvexit comme suit.

D4finition 1. Soit w-f(z, t) une fonction continue sur l’ensemble
{IZ-Zol<=r, 0=<tl} et holomorphe dans un voisinage du cercle
Z Zo .<= r pour tout t fixe ot Zo et r( > O) sont fixes. Supposons
d’ailleurs que l’on air (Wo, Zo) e D, Wo--f(Zo, O) et que f(z, 0), z)e D
pour O z-Zo <-_r. Dans ces circonstances nous disons que le domaine
D est pseudoconvexe (I) par rapport d w, s’il existe un hombre
positif tel que pour tout t dans Ot6 il existe dans Z-ZoI
un point z satisfaisant d (f(z, t), z)e D, o e est un hombre positif
arbitrairement donnd auparavant.

D4finition 2. Considdrons les trois domaines suivants:
C: ]Z-Zo ]<p, Iw-f(z)I<r,
C" p’ <lZ-Zo [< p, w-f(z) I< r,
C" IZ-Zo]<p,

o Zo, p, p’, r, r’ sont des nombres fixes quelconques et que f(z) est
une fonction holomorphe dans un voisinage quelconque du cercle
Z-Zo I<-_p. Nous disons que le domaine D est pseudoconvexe (II)
par rapport d w, si nous avons CD pour tous tels domaines C,
C, C satisfaisant d C+CcD.

Remarque 1. On peut supposer, sans perdre la gnralit, que la
fonction f(z) dans la dfinition 2. est un polynSme (: cte.). En effet, les
domaines C, C, C sont les limites des trois suites croissantes de do-
maines C() C") C) n-1 2 respectivement, off C() C) C
sont des formes suivantes:

C: Z-Zo < p, w-(z)
Ci" p’< Z-Zo I<p, w-(z) I< r,
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Ci" Z-Zo I< p, w-p(z) 1< r’,
off p, p’, r, r’ sont des nombres positifs tels que p,p, p’p’, r.r,
r’r’ pour n--*, et que p(z) sont des polynSmes (cte.).

Dfinition 3. Nous disons que le domaine D est pseudoconvexe
(III) par rapport d w, lorsque, sous les hypotheses de la ddfinition
1, si nous supposons de plus que f’(z0, 0)=/=0, nous avons la mme
conclusion que dans la dgfinition 1.

Remarque 2. On peut dfinir de mme la pseudoconvexit par
rapport z, correspondant aux dfinitions 1, 2, 3. I1 est de mme
pour la pseudoconvexit une direction complexe.

2. Coi:ncidence de dfinitions. Pour distinguer plusieurs sortes
de pseudoconvexit, la pseudoconvexit par rapport w, dfinie dans
[2], [3] sera appele la pseudoconvexit (0)par rapport w.
Examinons d’abord les quivalences entre les pseudoconvexits (0),
(I), (II).

Th6orme. Les trois sores de pseudoconvexitd (0), (I), (II) par
rappor d w son dquivalentes.

Preuve. Soit D un domaine. D6montrons le th6orme en suivant
le programme: (0)(I)(II)(0).

0 entraine ( I ). En effet, pour raisonner par l’absurde, sup-
posons qu’il existe un nombre positif e tel qu’il y ait un nombre t
arbitrairement petit et satisfaisant (f(z, t), z)e D pour tout z dans
]Z-Zol <=e. On peut trouver un nombre to (0< 0< 1) tel que (f(z, t0), z) e D
pour Z-Zol.<__e et que (f(z, t), z) eD pour Z--Zol=e et t<t0. En
cons6quence on a la famille des surfaces analytiques {F},0,_, off F
est repr6sent6e par l’6quation w-f(z, t), Z-Zo]<__e et que v est le
maximum de t(<to) satisfaisant F,D. C’est impossible, si le
domaine D est pseudoconvexe (0) par rapport w.

(I) entralne (II). Soit D pseudoconvexe (I) par rapport w, et
soient C, C, C. des domaines expliqu6s dans la d6finition 2 et tels
que C+CcD. En supposant que f(z) est un polynSme, consid6rons
la transformation analytique binuivoque (w, z)-(W, Z) d6finie par
Z--z-Zo, W--w-f(z). L’image de D par cette transformation est
pseudoconvexe (I) par rapport W, ce qui est ais6ment v6rifi6. Donc
on peut supposer que les domaines C, C, C sont des formes suivantes:

C: z l<p,
S’il existait un point (a, b) de C-D, on aurait une contradiction.

En effet, consderons expression

d(w, z)-(] 1/w [+2 z ])1/2 (2 est un nombre positif)
Soit r un nombre tel que ]a [r<r; on a pour 2 assez petit,
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d(a, b) > (1/r)+ (p’)1/2-d.
I1 existe un point (co, ) intrieur C tel que d(w, )-do
sup {d(w, z) (w, z) e C-D}, puisque l’on a d(w, z)<d pour (w, z) e D
et wlr. Soit maintenant {E} la famille des surfaces analytiques
dfinies par

Et" 1/(w)+2z-dot, t >-_ 1.
Pour (w, z) sur E, on a

d(w, z)-do(t/ 1o)Ilz-t )>=dt.
En consequence, on a E(C-D)-{(w, )}. Et pour t>l, on a
Eta(C-D)-(R). Ceci est absurde. Donc D est pseudoconvexe (II)
par rapport w.

(II) entraine (0). Soit D pseudoconvexe (II) par rapport w.
Soit f(z, t) une fonction continue sur {Iz-zol<=ro, 0_<_t_<_l}, holomorphe
dans un voisinage du cercle Z-Zo I<-_ro pour tout t fixe. Soit {Ft}0_t
la famille des surfaces analytiques dfinies par w-f(z, t), Z-Zo
0_<_t_<_l. Supposons que Fr. F0D et FtD pour 0t=<l. Pour p
et p’ (p’ romp) suffisamment voisins de r0 et pour r suffisamment
petit, tous les points (w, z) satisfaisant

P’ <lz--Zo I< P, w--f(z, O) ]< 2r,
appartiennent au domaine D. Soit t0 (0<t0=<l) une valeur telle que
If(z, O)-f(z, to)}< r pour Z-Zo }p. Posons f(z)=f(z, to) et dsignons
par C le domaine

p’<]Z-Zol<p,
C est contenu dans D, puisque w-f(z, O) ]<_-_[ w--f(z, t) I+ If(z, to)--
f(z, 0)12r pour (w, z) dans C.

En prenant p suffisamment voisin de r0, et r’(>0) suffisamment
petit, on peut conclure que le domaine

C: Z-Zo I< P, w-f(z) I< r’
est contenu dans D. Par consequent, le domaine

C: z- Zo I< P, w-f(z) I< r
est aussi contenu dans D.

Soit (w, z) un point quelconque de F0, on a

w-f(z) I-If(z, O)-f(z, to) l< r,
c’est--dire que (w, z)e CcD. C.Q.F.D.

Le thorme tant tabli, on peut dire simplement que D est
pseudoconvexe par rapport w, si D est pseudoconvexe (0) ou (I) ou
(II) par rapport w,

:. La troisime pseudoconvexit. Concernant la pseudocon-
vexit (III) nous avons d’abord le

Lemme 1. Si la pseudoconvexitd (III) par rapport d w n’entraine
pas ngcessairement la pseudoconvexitd (II) par rapport d w, il existe
un domaine D et trois domaines cylindriques C"
C" p’<lz [<p, [w [<r, C: [z ]<p, [w I<r’(<r), et enfin une fonction
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p(z) cte.), tels que les trois conditions suivantes soient remplies:
1 C+C.cD et C-D-A.
2. p(z) est holomorphe dans un voisinage du cercle
3. Soit w=f(z, t) une fonction continue sur

0__<t__<l}, holomorphe en z dans un voisinage du cercle
pour tout t fixe, ot z est un point dans ztp et que r est un
hombre positif assez petit pour que le cercle z-z <-_r soit contenu
dans z P. Supposons que f(z, 0), z) D et f’(z, 0)/p’(z):/:0 et
que (f(z, 0), z)e D pour 01 z-z <__r; alors pour tout
existe un positif tel que pour tout t dans 0_<_t< la relation
(f(z, t), z) e D soit remplie par un certain point z dans
ee. r yponee, i! eie n domie D et troi

domie O: -o I, -f() I< r, 0" ’I-o I, -f()Ir,
0: I-0 I, -f()I’() te1 qe 1’on i O+OD et 0,
o () e poame. fomo 1’epee (, ) pr -o,
w--w--f(z); alors l’image de D satisfait aux conditions 1, 2, 3
concernant les images C, C, C., et le polynSme p(z)-f(Z/Zo).

Lemme 2. Supposons qu’un domaine D, trois domaines cylin-

et une fonction p(z) cte.) satisfassent aux conditions 1, 2, 3 du
lemme 1. Ddsignons par A l’ensemble {([ (z)I, l/w ) (w, z) e A},
o ?(z) est une fonction holomorphe et univalente dans un voisinage
du cercle z IP. Soit (a, b) un point quelconque de A tel que l’on
air a]=min. { w (w, z) e A} et (b) ]-max. (z) l] (w, z) e A,
a I}. Alors la fonction y-H(x) reprdsentant la frontire supdrieure
du plus petit ensemble convexe contenant A est concave, ddcroissante
et contindment ddrivable dans un intervalle [l?(b)], I(c) l (o
(c) est assez voisin de (b)

Preuve. D’abord on vrifie qu’il existe des points (w, z) de A tels
que I(z) I>l(b) ]. En effet, sinon, on a t(z) l<__](b)] pour (w, z) e A.
Considrons l’expression

P(w, z)-I1/w I+ (z) , ( est un hombre positif),
et posons (P0-C(a, b). On a (w, z)cP0 pour (w, z)e A, dont l’galit
a lieu seulement si ]wl-]a I, t(z) l-](b)]. Maintenant soit {Et}_ la
famille des surfaces analytiques dfinies par

Et" 1/(aw) + 2(b)(z)- ot, t >= 1.
Pour (w, z) sur Et, on a

(w, z)-ot/2 la I (z)-t(b) I >__ot.
En cons4quence, on a E A- {(a, b)}. Et pour t > 1, on a Et
En outre, si l’on dsigne par w=f(z, t) la fonction reprsentant Et,
on a f’(b, 1)-2aa(b)’(b); doric, si (b):/:0, il y a un hombre positif
2 tel que l’on ait f’(b, 1) + p’(b) :/: 0. Cela est en contradiction avec
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l’hypothse 3. Dans le cas (b)-0, considrons l’expression k(w, z)-
1/w 1+2 [(z) 1. On a k(w, z)_<_[ 1/a pour (w, z) e A, dont l’galit a

lieu seulement si ]wl-[a [, z-b. Soit {F},_. la famille des surfaces
analytiques dfinies par

F: 1/w + 2(z)-- /a, 1.
Pour (w, z) e F, on a k(w, z) >=l $/a I. Donc on a F (] A- {(a, b)}. Et
on a FFiA--) pour $>1. En outre, si l’on dsigne par w-g(z, )
l’6quation de F, on a g’(b, 1)-2a9’(b); donc il y a un hombre positif
2 tel que l’on air g’(b, 1)+p’(b):/=0. C’est aussi absurde. Par con-
squent, il existe des points (w, z) de A, satisfaisant I(z)I>[(b)[,
et la fonction concave et dcroissante y-H(x) est dfinie dans un
intervalle [t (b)I, I(c)

Soit un hombre quelconque satisfaisant I(b)[<<1 ?(c)t.
Supposons que l’on ait H’_(q)>H!’(). Alors on peut trouver un do-
maine angulaire z/ ayant le sommet (, f) et contenant A, off f-
H(). Le point (,/9) est situ4 sur 7i, et donc il existe une suite
(w, z), n-1, 2, ..., de points de A, qui converge vers un point (w0, z0)
de A, et telle que la suite (,,/9)(- 9(z)[,/9- 1/w [), n-l, 2,.., converge vers (q, f). On a Iz I-<_p’, w 1-/9;< H(I ?(c)I:)]-<r;
donc on a z0 I_-<p’ et w0 -/9-< r. Par consequent, on a (w0, z0) e A
et -[ 9(z0) ,/9-1 1/Wo , c’est--dire que (q, 9) e A.

Choisissons ( > 0) de manire que la ligne droite y +x- (P0(-/9+2)
se place en dehors de /, except le point (q,/9). On volt qu’une
infinit de telles valeurs existent. Considrons la famille des surfaces
analytiques

E," i/(ow) + (Zo)(z)- o, >= i.
Soit w--f(z, t) l’quation de E; on a f’(z0, 1)--,oW(Zo)9’(Zo). Donc
on peut trouver un 2 tel que f’(Zo, 1) + p’(zo) #: 0. D’autre part, il est
facile de voir que E F] A-- {(w0, z0)} et E F] A- pour t > 1. C’est en
contradiction avec 3.

Donc on a Hi(q)--Hi(a). Cette galit pour tout entraine que
la fonction y’-H’(x) est continue, car elle est dcroissante.

Lemme 3. Sous les mmes hypotheses que dans le lemme 2,
posons b l-max. {I z (w, z) e A, wl-lal}. Alors sur le cercle
zt-lbl, il n’y a qu’un nombre fini de points z tels qu’il existe de
points (w,z) de A satisfaisant d wt-lal. (Pour A, a, voir les
lemmes 1, 2.)

Preuve. En effet, il suffit de prouver que, si (o), )e A et [o9 I-
lal, ]Cl-lbl, on a p’()--O. Posons

Px(w, z)--ll/w I+ ]z ]:, ( est un hombre positi2),
et d6signons par P-C)(wx, zx)((wx, zx) e A) le maximum de {Px(w, z)
(w, z) e A}. On a lira wx l-la 1, lira zx I-Ib 1. En effet, Px eonverge

.-0



130 I. KIMURA Vol. 42,

vers une valeur P0(>__ll/al2), quand 2-,0, puisqu’on a @x>--cPx, pour
>_-’. Soit (w’, ’) un point limite de (wx, zx) pour -0; on a
]w’ 1-] al, ]’ l-] b I, puisque zx I>_-] b I.

Considrons la surface analytique E()" 1/(;w)-+-,5xz-Px, ou
w-f(z)-w;(cPx-,Sxz)-. On a f’(zx)-,xwSx. Si l’on a p’(z)=/=O pour
(w, z) e A et wl-lal, ]z[-]b], il y a un tel que f’(zx)/p’(zx)=/=O;
on peut conduire une contradiction par le mme raisonnement que
dans le lemme 2. I1 faut donc qu’il existe un point (w", ")e A sur
]w]-Ial, Izl-]bl, tel que p’(")-0.

Transformons D en D’ par Z--z/,u (off/ est un nombre positif
assez petit). D’ jouit des proprits 1, 2, 3 du lemme 1, par rapport

w, Z, p(Z-), etc. Soit A’ l’image de A; on a [w[>_-[al pour
(w, Z) e A’, et Z]___<] b (1 / u) pour tout (w, Z) e A’ satisfaisant

wl-la ]. I1 est vident qu’il n’y a pas de points (w,Z)de A’
satisfaisant wl-]a] et ]Zt-lb] (1/) except des points (w, Z)
satisfaisant Z--(I/). Comme ce raisonnement pour D est aussi
vrai pour D’, on volt qu’il existe un point (w", ") de A’ tel que
w" ]-ta I, ]" ]-]b](l/), et p’("-)-0. Mais il faut que "--(l/a); par consequent, on a p’()-0.
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