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49. Sur le thorme de la continuit dans l’espace
de deux variables complexes. V

Par Ikuo KMURA
Universit de K6b

(Comm. by Kinjir6 KusuGL .Z.A., March 12, 1966)

Introduction. Nous avons examin quelques proprits des
quatre sortes de pseudoconvexit, _14. Le but principal de
cette Note est d’amliorer ou de fortifier des rsultats obtenus dans
1, 2, c’est-A-clire d’tablir le thorme que tout domaine pseu-
doconvexe A une seule direction complexe est pseudoconvexe au sens
ordinaire. En tant qu’une application de ce thorme, nous sim-
plifion la condition suffisante classique, explique par le rayon de
Hartogs, pour qu’un domaine soit pseudoconvexe. Pareillement aux
Notes antrieures nous considrons toujours des domaines D univa-
lents dans l’espace de deux variables complexes w, z.

1. R6sultat principal. Avant d’6tudier notre th6orme nous
d6montrons d’abord le

Lemme 1. Si un domaine D es$ pseudoconvexe par rappor$

d w, D es pseudoconvee par rappor d z.
Preuve. En vertu du th6orme, 4, il suffit de montrer

qu’un domaine D pseudoconvexe par rapport w est pseudoeonvexe
(III) par rapport z. Soit z=g(w, ) une fonction continue sur
{I W-Wol<--R, 0_<_<1}, holomorphe en w dans un voisinage du cercle
[W-Wo[<-_R pour tout fixe. Supposons que l’on ait (w0, z0) eD,
Zo-g(Wo, 0) et que (w, g(w, 0)) e D pour 0] W--Wo [<__R et enfin que
g’(w0, 0):/=0. Alors, l’6quation z-g(w, ) peut 6tre r6solue dans un
voisinage de W-Wo, Z-Zo pour t suffisamment petit, et la solution
w-f(z, ) est d6finie et continue sur l’ensemble {IZ-Zo[<___r, 0__<__<_r},
holomorphe dans un voisinage du cercle [Z-Zo].<=r pour tout t fixe,
off r, v sont des nombres positifs suffisamment petits.

En effet, pour r0 positif assez petit, on a g(w, 0)-z0=/=0 pour

0<[w-w0 [r0. Soient r_, v des nombres positifs suffisamment petits;
on a ](g(w, )-z)-(g(w, 0)-z0)]<m pour W-Wo [-r0, [Z-Zo]< et
O,<_tv, off m=min.{[g(w, O)--Zo[ [W--Wo]--ro}. Si [Z-Zo]<r et
Ot.__<_.v, il existe un unique point w=f(z, t) dans W-Wolro, tel
que z-g(w, t). La formule

i I wg’(w, t) dw

montre ce que nous voulons prouver. (Pour le voir, il suit de
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prendre un r positif et plus petit que
D’ailleurs, si O<lz-Zol<___r, on a Olw-Wol<R,w=f(z,O), de

sorte que (f(z, 0), z)e D. Par consequent, pour e positif, il existe
un positif tel que, pour tout dans 0 (v), il existe un
point z dans Z-Zo I<e, satisfaisant (f(z, t), z)e D. Ensuite, pour
tout e positif, il exise des nombres positifs e et tels que l’on ait
If(z, )-w01<e pour Iz-z01<e, 0<. Donc, pour tout e positif,
il existe un positif tel que, pour tout dans 0__<<, il existe un
point w dans ]W-Wo ]<e, satisfaisant (w, g(w, t)) e D; c’est--dire
que D est pseudoconvexe (III) par rapport z. C.Q.F.D.

Le lemme 6tant 6tabli, le th6orme suivant est facile d6montrer.
Thorme. Si un domaine D eat pseudoconvexe par rapport

w, D es pseudoconvexe.
En effet, d’aprs le lemme 1, D est pseudoconvexe par rapport

z. En vertu du corollaire 2, [2, D est pseudoconvexe.
Corollaire 1. Si un domaine D est pseudoconvexe dune direc-

tion complexe (a, b), D est pseudoconvexe.
Corollaire 2. Si un domaine D remplit une des conditions

suivantes, D est pseudoconvexe.
(0) D est pseudvconvexe (0) par rapport d w.
(1) D est pseudoconvexe (I) par rapport d w.
(2) D est pseudoconvexe (II) par rapport w.
(3) D est pseudoconvexe (III) par rapport d w.
2. Une application. Pour examiner la relation entre la pseudo-

convexit et le rayon de Hartogs, nous dmontrons un lemme.
Lemme 2. Soit D un domaine et soit R,(z) le rayon de

Hartogs de D par rapport d w; alors D est pseudoconvexe par
rapport w, si et seulement si la fonction

F(w, z)=-log R,(z)
est plurisousharmonique dans D.

Preuve. Nous avons dj vu dans [1, que la fonction F(w,z)
est plurisousharmonique dans D, si D est pseudoconvexe par rapport

w; donc il ne nous reste qu’ dmontrer la rciproque. Supposons
que F(w, z) soit plurisousharmonique dans D. Soit f(z) un polynSme
fixe mais quelconque. Considrons des trois domaines.

C: Z-Zo I<P, w-f(z) I<r,
C1" p’<]Z-Zol<p,
C2" ]Z-Zo I<P, ]w-f(z)]< r’(< r),

tels que C/CD, et prouvons CD.
Transformons Den D’ par

W=w-/(z), Z= Z-Zo;
alors la fonction F’( W, Z)- -log R(Z) est plurisousharmonique



212 I. KIMURA Vol. 42,

dans D’, o R$(Z) est le rayon de Hartogs de D’ par rapport
W. En effet, puisque, si l’on fixe z, la transformation considre
rduit une translation du plan w, on a

R(Z)---R(z),
off w= W+f(Z+ zo), z=Z+zo. Par consequent, en utilisant D’ au
lieu de D, on peut supposer, sans perdre la g(nralit, que f(z)=O
et z0-O, c’est--dire que les trois domaines ont les expressions

C.: Izl<p, w I<r’.
Pour raisonner par l’absurde, supposons qu’il y air un point de

C-D. Dsignons par / la borne infrieure de l’ensemble
{I w ll (w, z) e C-D},

et par (Wo, Zo) un point de C-D tel que /=1Wol. I1 est clair qu’un
tel point (w0, z0)existe, et on a
est un nombre positif assez petit; alors on a

R%(z) >el pour p’< z I< P
et

Ceci est absurde, car, pour la fonction F(w’o, z) sousharmonique dans
[z[<p, on a F(w’o,z)<-logel pour P’<IzI<P, et F(w’o, Zo)=

log
Par consequent D est pseudoconvexe (II) par rapport w.
Coollaire 3. Soit D un domaine et soit R(z) le rayon de

Hartogs de D par rapport w. A[ors D est pseudoconvexe, si et
seuement si la fonction

F(w, z) log R(z)
est plurisousharmonique dans D.

Plus gdndralement, une condition ndcessaire et susante pour
qu’un domaine D soit pseudoconvexe, est que la fonction F(w,z; a,b)=
-log R(w, z; a, b) est plurisousharmonique dans D, ot (a, b) est une
direction complexe et o R(w, z; a, b) est le rayon de Hartogs de D

la direction (a, b).
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