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137. Sur les structures des espaces rangés. I"

Par Yukio YOSHIDA
Université d’Osaka
(Comm. by Kinjir6 KUNUGI, M.J.A., June 13, 1966)

§1. Définition de I’espace rangé. Dans ce paragraph, nous
étudions la définition d’espace rangé.
Soit R un espace rangé qui satisfait aux axions (A4) et (B) de
M. Hausdorff et dont l’indicateur est w. Pour chaque point « de R,
la collection de toutes les familles B,(x)(0 <a < w) de tous les voisinages
de rang a de x satisfait aux quatre conditions suivantes:
(1) Bx)=UDB.(x) est non-vide,
(2) a chaq&e élément V de B(x) on a
xe V.
(3) Pour tout élément V de B(x) et pour tout nombre ordinal
a(0<a<w) il existe un nombre ordinal 8 et un élément W de By(x)
tels que l'on a
as=pB<w et V2 W,
(4) Pour toute suite
Vo, Vlr Yy V'y’ 0 (0£7<:8)
bien ordonnée (n’étant pas nécessairement monotone) d’éléments de
B(x) dont le type est un nombre ordinal B inférieur a w, il existe
un élément V de B(x) tel que l'on a
| 4= Q Vi

Désignons par (4,), (a,), et (B}) les conditions (2), (3), et (4)
respectivement,

Inversement, sur un ensemble R non-vide et sur un nombre
ordinal @ limite inaccessible, supposons que, pour tout point « de
R, il existe une collection des familles B,(x) des parties de R ou «
parcourt lintervalle 0<a<w et laquelle satisfait aux conditions
@), (2), (3), et (4).

Si l'on prend pour la base des voisinages du point « la famille
B(x)= UDB,(x), B devient un espace topologique qui satisfait aux
axiomsa(A) et (B) de M. Hausdorff, et dont la profondeur est égale
ou supérieur & w. De plus, sur cet espace topologique R, si l'on
prend pour les voisinages de rang a de x tous éléments de B,(x),
alors R devient un espace rangé dont l’indicateur est w.

1) K. Kunugi: Sur la méthode des espaces rangés. I. Proc. Japan Acad., 42,
318-322 (1966).
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Enfin, soit R un espace rangé qui satisfait aux (A) et (B) et
dont l’indicateur est w, et soient B, (x)(0<a<w) les familles de tous
les voisinages de rang a d’un point x quelconque de R,

Sur ’ensemble R, si I’on induit une nouvelle topologie en employant
toutes les familles B,(x) (x€ R, 0<a<w) par la méthode précédente,
alors I’application d’identité du premier espace topologique R sur le
dernier est un homéomorphisme.

De plus, sur le nouvel espace rangé obtenu, par la méme méthode,
du nouvel espace topologique R, pour qu’une partie V d’ensemble
R est un voisinage de rang a d’un point x du dernier espace rangé
R, il faut et il suffit qu’il est celui du premier:

§ 2. Ensembles fermés(r) et ensembles ouverts(r). Au moyen
de la notion de la limite dans les espaces rangés, définie par Prof.
K. Kunugi,” on peut donner une notion analogue 3 adhérences des
sous-ensembles des espaces topologique et ayant les indicateurs w.
Dans ce paragraph nous considérons des espaces rangés satisfaisant
aux axiomes (A) et (B) de M. Hausdorff et ayant les indicateurs w.
Pour toute partie A d’un espace rangé R posons que

NA)={z|xe{lima,} ol Va x,€A}.

Proposition 1. Pour toutes parties A, B d’un espace rangé R
on a

AcSa(A).
ASB entraine (A)SA(B).
Ag)=9¢. AR)=R.

Proposition 2. St tous éléments de B=UB(x) d’un espace

rangé R sont ouverts(r)® alors, de toute partie A de R, on a
22(A)=2(A).

Proposition 3. Soit {4,|0<a<v} une suite bien ordonnée
(n’étant pas mécessairement monotone) des parties de I’espace rangé
R de laquelle le type v est um mombre ordinal inférieur 3 w.
Alors on a

X(LaJAa): LJZ(AC,).

Proposition 4. Pour que, & chaque partie A d’un espace
rangé R, on ait A(B)=E il faut et il suffit que, & chaque point x

de R, tous les deux suite fondamentales par rapport a x* soient
equivalentes.”

2) Voir la définition 1 suivante.

3) K. Kunugi: Sur la méthode des espaces rangés. II. Proc. Japan Acad.,
42, 549-554 (1966).

4) Dans un espace rangé S quelconque, nous disons que deux suite fondament-
ales {Ua(x)}, {Vs(x)} par rapport 2 un point x de S, sont équivalentes lorsque pour
tout « il existe un g tel que 'on a Ua(x)=Vps(x) et réciproquement.
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Définition 1. Dans un espace rangé R, nous appelons ensembles
fermés(r) les ensembles A tels que Uon a A(A)=A. Et appelons
ensembles ouverts(r) les complimentaires des ensembles fermés(r).

L’ensemble entier R et 1’ensemble vide ¢ sont a la fois fermés(r)
et ouverts(r).

Proposition 5. Toute intersection d’ensembles fermés(r) est
un ensemble fermé(r).

Toute réunion d’ensembles ouverts(r) est un ensemble ouvert(r).

Proposition 6. Soit {4, |0<a<v} une suite bien ordonnée des
parties d’un espace rangé R, ou v est un nombre ordinal inférieur
d w. Si tous A, sont fermés(r) (ouverts(r)) alors UA,(NA,) est
fermé(r) (ouverts(r)). ) )

Proposition 7. Pour qu'une partie A d’um espace rangé R
soit ouvert(r) il faut et il suffit que toute suite fondamentale
{Vu(2) | 0<a<w} des voisinages par rapport @& um point x appar-
tenant @ A ait un term V,(x) contenu dans A.

Proposition 8. Les ensembles fermés(r) (ouverts(r)) sont formés
(ouverts) au sems ordinaire.

Remarque. Au moyen de la notion ou de la limite propre," ou
de la limite quasi-propre® on peut avoir les propositions analogues a
celles 1, 3, 5,6, et 7 de ce paragraphe.

§ 3. Sous-espaces rangés. Dans la note “Sur la méthode des
espaces rangé. II”, Prof. K. Kunugi a donné la notion d’espace
rangé induit d’un autre espace rangé.

Nous employons les notations apparaissant dans la note. Et de
méme le paragraphe précédent nous considérons un espace rangé
R satisfaisant aux axiomes (A) et (B) de M. Hausdorff et ayant
I’indicateur w.

Proposition 9. St une suite {x,|0<a<w} des points de A
qut est un espace rangé induit de R converge vers un point x de
A comme la suite des points de R, elle converge vers x comme la
suite des points d’espace A: c’est-d-dire que

xe{limz,} dans R

entraine que
ze{limz,} dans A.

La réciproque de cette proposition n’est pas inexacte.
Proposition 10. Soit ¢ un point de A, et soit {x,|0<a<w}
une suite des points de A, o A est un espace rangé induit de R.

Pour la suite {V,(x, A) | 0<a<w} des voisinages de x définissant la
relation

5) Y. Yoshida: Sur les convergences dans l’espace rangé. I. Proc. Japan
Acad., 42, 473-476 (1966).



No. 6] Structures des espaces rangés. I 619

xe{limz,} dans A

s’il existe une suite fondamentale {U,(x)|0<a<w} des voisinages
par rapport & & dans R telle que on a
Ve, A=U,(x)NA 0<a<w)
alors on a
ze{limex,} dans R.

Définition 2. Soitt A wun espace rangé induit de R. Nous
appelons A un sous-espace rangé de R, lorsque pour toute suite
fondamentale {V,(x, A)|0<a<w} des wvoisinages par rapport a
un point x quelconque de A, il existe une suite fondamentale
{U () 0<a<w} des voisinages par rapport au x dans R telle que
Uon a

Vi@, A=U()NA (0<a<w).

Proposition 11. Soit A un sous-espace rangé de R, Uappli-

cation canonique® de A dans R est continue(r).

6) N. Bourbaki: Eléments de Mathématiques, I. Théorie des Ensembles. Chap.
II, §3, No 7.



