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137. Sur les structures des espaces ranges.
Par Yukio YOSmDA

Universit d’Osaka

(Comm. by Kinjir6 KusuI, .J.., June 13, 1966)

1. Dfinition de l’espace rang. Dans ce paragraph, nous
tudions la dfinition d’espace rang.

Soit R un espace rang qui satisfait aux axions (A) et (B) de
M. Hausdorff et dont l’indicateur est w. Pour chaque point z de R,
la collection de toutes les familles (x)(0<_ cr co)de tousles voisinages
de rang a de x satisfait aux quatre conditions suivantes:
( 1 3(x)- U(x) est non-vide.
(2) chaque lment V de 3(z) on a

eV.
(3) Pour tout lment V de (z) et pour tout nombre ordinal
a(O<_a<w) il existe un nombre ordinal / et un lment W de (x)
tels que l’on a

a<-/3<w et V=W.
( 4 Pour toute suite

v0,
bien ordonne (n’tant pas neessairement monotone) d’lments de
3() dont le type est un nombre ordinal /3 infrieur 09, il existe
un l.ment V de 3() tel que l’on a

v,.
Dsignons par (A,), (a,), et (B*) les conditions (9.), (3), et (4)

respeetivement.
Inversement, sur un ensemble R non-vide et sur un nombre

ordinal 09 limite inaccessible, supposons que, pour tout point de
R, il existe une eolleetion des familles 3,(x) des parties de R off c
pareourt l’intervalle 0_<c<o9 et laquelle satisfait aux conditions
(1), (2), (3), et (4).

Si l’on prend pour la base des voisinages du point x la famille
3()-J(x), R devient un espace topologique qui satisfait aux

axioms (A) et (B) de M. Hausdorff, et dont la profondeur est gale
ou suprieur w. De plus, sur cet espace topologique R, si l’on
prend pour les voisinages de rang c de x tous lments de (x),
alors R devient un espace rang dont l’indicateur est co.

1) K. Kunugi: Sur la mthode des espaces ranges. I. Proc. Japan Acad., 42,
318-322 (1966).
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Enfin, soit R un espace rang qui satisfait aux (A) et (B) et
dont l’indicateur est w, et soient ()(0<_<w) les familles de tous
les voisinages de rang d’un point x quelconque de R.

Sur l’ensemble R, si l’on induit une nouvelle topologie en employant
toutes les familles ()( e R, 0_<w) par la mthode prcdente,
alors l’application d’identit du premier espace topologique R sur le
dernier est un homomorphisme.

De plus, sur le nouvel espace rang obtenu, par la mme mthode,
du nouvel espace topologique R, pour qu’une partie V d’ensemble
R est un voisinage de rang d’un point du dernier espace rang
R, il faut et il suffit qu’il est celui du premier"

2. Ensembles ferm6s(r) et ensembles ouverts(r). Au moyen
de la notion de la limite dans les espaees rang6s, d6finie par Prof.
K. Kunugi, on peut donner une notion analogue adh6rences des
sous-ensembles des espaees topologique et ayant les indicateurs w.
Dans ce paragraph nous consid6rons des espaees rang6s satisfaisant
aux axiomes (A) et (B) de M. Hausdorff et ayant les indieateurs o).

Pour toute partie A d’un espace rang6 R posons que
2(A)-{lxe{limx} o5 c eA}.

Proposition 1. Pour toutes parties A, B d’un espaee rangd R
o a

A=2(A).
A=B entraine 2(A)2(B).
()--. (R)-R.

Proposition 2. Si tous glgments de -J() d’un espace

rangg R sont ouverts(r) alors, de route pattie A de R, on a
((A))-(A).

Proposition 3. Soit {As 10_<7} une suite bien ordonne
(n’gtant pas ncessairement monotone) des parties de l’espace rangg
R de laquelle le type est un hombre ordinal infdrieur w.
Alors on a

( A)- (A).

Proposition 4. Pour que, d chaque pattie A d’un espace
rangg R, on air (E)-E il faut et il sut que, d chaque point x
de R, ous les deux suite fondamenales par rappor d x soien
equivalences.

2) Voir la d6finition 1 suivante.
3) K. Kunugi: Sur la mthode des espaces ranges. II. Proc. Japan Acad.,

42, 549-554 (1966).
4) Dans un espace rang S quelconque, nous disons que deux suite fondament-

ales { U()}, { V()} par rapport un point x de S, sont quivalentes lorsque pour
tout ail existe un tel que l’on a U(x)V() et r6ciproquement.
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D4finition 1. Dans un espace rangd R, nous appelons ensembles
fermds(r) les ensembles A tels que l’on a 2(A)=A. Et appelons
ensembles ouverts(r) les complimentaires des ensembles fermds(r).

L’ensemble entier R et l’ensemble vide sont la ois ferms(r)
et ouverts(r).

Proposition 5. Toute intersection d’ensembes fermds(r) est
un ensemble fermd(r).

Toute rdunion d’ensembles ouverts(r) est un ensemble ouvert(r).
Proposition 6. Soit {A 0 <_ c<7} une suite bien ordonnde des

parties d’un espace rangd R, oct est un hombre ordinal infdrieur
w. Si tous A, sont fermds(r) (ouverts(r)) alors J A(( A.) est

feting(r) (ouverts(r)).
Poposition 7. Pour qu’une pattie A d’un espace rangd R

soil ouvert(r) it faut et it suffit que toute suite fondamentale
{V,(x) 10<_a<o)} des voisinages par rapport un point x appar-
tenant A air un term V,o(X contenu dans A.

Peoposition 8. Les ensembles fermds(r) (ouverts(r)) sont formds
(ouverts) au sens ordinaire.

Remarque. Au moyen de la notion ou de la limite propre, ) ou
de la limite quasi-propre") on peut avoir les propositions analogues
celles 1, 3, 5, 6, et 7 de ce paragraphe.

3. Sous.espaces rang6s. Dans la note "Sur la m6thode des
espaces rang6. Ir’, Prof. K. Kunugi a donn6 la notion d’espaee
rang6 induit d’un autre espace rang6.)

Nous employons les notations apparalssant dans la note. Et de
m6me le paragraphe pr6e6dent nous consid6rons un espace rang6
R satisfaisant aux axiomes (A)et (B) de M. Hausdorff et ayant
l’indieateur w.

Proposition 9. Si une suite {x, [0<_a<w} des points de A
qui est un espace rangd induit de R converge vers un point x de
A comme la suite des points de R, elle converge vers x comme la
suite des points d’espace A: c’est--dire que

xe{limx} dans R
entraine que

xe{limx} dans A.
La r6ciproque de cette proposition n’est pas inexacte.
Proposition 10. Soit x un point de A, et soit {x

une suite des points de A, oct A est un espace rangd induit de R.
Pour la suite { V(x, A) O<_a<w} des voisinages de x ddfinissant la
relation

5) Y. Yoshida: Sur les convergences dans l’espace rang6. I. Proc. Japan
Acad., 42, 473-476 (1966).
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xe{limx.} dans A

s’il existe une suite fondamentale {U.(x) O<_a<w} des voisinages
par rapport x dans R telle que l’on a

V.(x, A)= U.(x) A (0 <_ < w)
alors on a

xe{limx.} dans R.
D4tinltion 2. Soit A un espace rangd induit de R. Nous

appelons A un sous-espace rangd de R, lorsque pour route suite
fondamentale {V(x, A) 10_o<w} des voisinages par rapport
un point x quelvonque de A, il existe une suite fondamentale
{U.(x)[O<_a<w} des voisinages par rapport au x dans R telle que
l’on a

V(x, A)= U(x) A (0 <_ a< w).
Proposition 11. Soit A un sous-espace rangg de R, l’appli-

cation canonique de A dans R est continue(r).

6) N. Bourbaki: llments de Mathmatiques, I. Thorie des Ensembles. Chap.
II, 3, No 7.


