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126. Sur la pseudoconvexit par rapport
& une direction. I

Par Ikuo KMUR
Universitg de K6bg

(Comm. by Kinjir6 KuscI, M..., June 18, 1966)

Introduction. Dans des notes antrieures EI 5], nous avons
examin( des proprits de la pseudoeonvexit par rapport une
direction de domaines dans l’espaee de deux variables complexes.
Dans eette prsente Note et la suivante, nous poursuivons le m(me
objet dans l’espaee de n(n>__2) variables, et montrons que tous les
rsultats de EIE5 subsistent pour les n variables.

1. Dfinitions. Bien que, dans 15, nous ayons limit
nos considerations aux domaines, e’est--dire aux ensembles ouverts
et eonnexes, tous les rsultats de eette srie de notes sont vrais pour
les ensembles ouverts et non eonnexes; pour eette raison, dans la
suivante nous traitons, plus gnralement, les ensembles ouverts que
nous exprimons par le mot "rgions". Soit Dune rgion (eonnexe
ou non) dans l’espaee de n variables z, z., ..., z. Soit une des
variables z,z, ...,z, et soient y, y, ..., y_ les autres; nous
eonsidrons quatre sortes de pseudoeonvexit( par rapport une
direction, eomme suit.

Dfinition 1. Soien$ y--fi(, ), i-1,2,...,n-l, des fonc$ions
conines su l’ensemble {IX-Xol.<=r,O.<_t<_l} et elles que pour
tout o fixe, f(x, 0), i-1, 2, ..., nl, soient holomorphes en x sur
X-Xolr, o Xo et r(r>O) son des hombres fixes mais arbitvaire-
ment donnds auparavant. Considdrons la famille des surfaces
analytiques

F. y- fi(x,t), IX-Xol<__r, i-1,2,...,n-1,0.<__1.
Nous disons que la rdgion D est pseudoconvexe (0) par rapport d
x, si les relations FD pour 0tl et Fr.F0D entralnent FoD,
quelque soient fi(x, t).

Remarque 1. La terminologie ancienne dans 15 est un
peu diffrente de celle que nous employons ici. En effet, par exemple,
la dfinition 1 est exprime par la terminologie ancienne comme suit:
la rgion D satisfaisant aux conditions de la dfinition iest pseudo-
convexe (0) par rapport y-(y, y,..., y_).

Dfinition 2. Soient y-fi(x, t), i-1, 2, ..., n-l, des fonctions
continues sur un ensemble {I X-Xo l<--- r, O___<t,_<_l} et holomorphes en
x sur X-Xol.<=r pour tout t fixe. Et supposons que l’on ait
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(Xo, f(Xo, 0), ..., f,_(Xo, 0)) D
et

(x, fi(x, 0), ..., f,_(x, 0)) e D
pour O x--Xo I.<_-r. Nous disons que la rdgion D est pseudoconvexe
(I) par rapport d x, si, pour routes telles fonctions y=fi(x, t), i-
1, 2, ..., n-l, satisfaisant d ces conditions-ci, il existe un positif
tel que, pour tout t dans O.<__t, il y air un point x dans IX-Xole
satisfaisant

(x, fi(x, t), ..., f_(x, t)) D,
o est un nombre positif arbitrairement donng auparavant.

Dfinition . Soient C, C, C trois domaines dgfinis par
C" X-Xo I<P, y-fi(x) I<r, (i-1, 2, ..., n-l),
C1" p’<l X-Xo t<P, y- fi(x) l<r, (i-1, 2, ..., n-l),
C2:]X-Xo I<P, ly-fi(x)I<r(<r), (i-1, 2, ..., n-l),

ot fi(x) sont des fonctions holomorphvs sur x-xo I<= P. Nous disons
que la rggion D est psvudoconvexe (II) par rapport d x, si nous
avons C D pour tous tels domaines C, C1, C2 satisfaisant CI+ C D.

Remarque 2. Nous pouvons supposer, sans perdre la gnralit,
que les fonctions fi(x) sont des polynSmes [3.

Dfinition 4. Nous disons que la rgion D est pseudoconvexe
(III, y) par rapport x, lorsque, sous les hypotheses de la ddfinition
1, si nous supposons de plus quv f’(x0, 0)=/=0, nous avons la mme
conclusion que dans la dgfinition 1.

2. Co’ncidence de dfinitions. Critres pour la pseudo-
convexit par rapport xo D’aprs le thorme suivant, on peut
dire simplement qu’une rgion D est pseudoconvexe par rapport x,
si D est pseudoconvexe (0) ou (I) ou (II) par rapport x.

Thorme 1. Lvs trois sortvs de pseudoconvexitd (0), (I), (II)
par rapport d x sont dquivalentes.

Preuve. I1 est facile et tout fait le mme que dans [3, de
montrer que (0)entrane (I) et que (II) entrane (0). Donc nous
dmontrons seulement que (I) entrane (II).

Soient fi(x), i- 1, 2, ..., n- 1, des polynSmes; prenons trois
domaines suivants.

C X-Xo I<P, y-f(x) I<r, (i-1, 2, ..., n-l),
CI: p’<lX-Xol<p, ly-f(x) l<r, (i-1, 2, ..., n-l),
C: IX-Xol<P, ly-f(x) l<r(<r), (i-1, 2, ..., n-l),

satisfaisant C/C.D. Dans ces circonstances, prouvons que CD.
D’abord, pour simplifier C, C, C, considrons la transformation

X=x-xo, Y=y-f(x), (i-1, 2, ..., n-l).
Alors l’image de D par cette transformation est pseudoconvexe (I)
par rapport X, et les images de C, C, C sont trois domaines
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cylindriques suivants.
C’: IXI<P, IYl<r, (i-1, 2, ..., n-l),
C: P’<l XI<P, IY I<r, (i-1, 2, ..., n-l),
C’. IXI<P, IYl<r, (i-1, 2, ..., n-l).

Par consequent, dans les expressions de C, C, C, on peut supposer
que x0-0 et fi(x)=O, c’est--clire que ces trois domaines ont les
expressions suivantes.

c’l x I<p, y I<r, (i-i, 2, ..., n-i),
C1" P’<I x I<P, Y ]<r, (i-1, 2, ..., n-l),
C:: x I<P, Y I<r, (i-1, 2, ..., n-l).

Ensuite, pour 1_<_ k n, d4signons par 2, l’ensemble

Si C=-,_D, on aurait une contradiction. En effet, en supposant
que ,_D, dsignons par 1 le minimum de k tel que ,D, et

Considronsprenons un point (a, b) *) de ],--D; on a r>[ b
1’expression

d(x, y,)-11/y, I*+ x I1/2, ( est un nombre positif),
et posons

do-sup{d(x, y,)l(x, y)e ,,--D, y,-b,, il}.
Soit r’-(r+lb I); alors pour 2 assez petit, on a

d(a, b) > F(1/r;’)+ 2(p’)*1/2=dl.
Donc, si (x, y) est un point de ].--D tel que y-b, il et
on a d(x, y)d. Par consequent, il existe au moins un point (,
de ]--D tel que d($, 7])- do et ]- b, i:/: 1. Dfinissons n--
fonctions y=f(x, t) par les quations

y= b, i :/: l,
1/(y)+$x-dt, tl.

Ces fonctions sont dfinies et holomorphes sur un ensemble {I x-
r0, 1_<_ t <- to}, off r0 est assez petit et to est assez voisin de 1, pour
que l’on ait (x, fi(x, t), ..., f_(x, t)) e 1, pour tout (x, t) dans cet
ensemble. En outre, si y--f(x, t), i-l, 2, ..., n--l, alors on a

d(x, y)-do(t/1? I x--t$
En consequence, pour 01 x-- I-<_r0, on a d(x, fi(x, 1))>d0, c’est--dire
que (x, fi(x, 1), ..., f_(x, 1)) e D; et pour x-- I-< r0, 1 t__< to, on
d(x, f(x, t)) > do, c’est--dire que (x, A(x, t), ..., f_(x, t)) e D. C’est
en contradiction avec la pseudoconvexit (I) par rapport x.

C.Q.F.D.
Comme un crit.re pour la pseudoconvexit par rapport x, nous

avons le
*) Nous dsignons, pour simplifier l’exposition, le point (x,y, ...,yn-1) par

(x, y).
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Lemme 1. Soit ] une varidtd analytique d 2 dimensions
complexes et de la forme

I" y-au+b(x), (i-1, 2, ..., n-l),
o a sont des constantes satisfaisant ,lalO, et b(x) des
polyn6mes, et que u est un paramtre complexe. Une re’gion D
est pseudoconvexe par rapport x, si et seulement si, pour toute
varidtd analytique I-[ de la forme expliqude ci-dessus, la rdgion
ddfinie par

D--{(x, u) (x, y) D, y-au/ b(x), i-1, 2, ..., n--l},
est pseudoconvexe.

Preuve. 1. Supposons que D soit pseudoconvexe par rapport
x. Soit ]-I la varit analytique explique dans le lemme. Et soit

u=-f(x, t), une fonction continue sur un ensemble x.-Xolr,
1} et holomorphe sur ]X-Xo ]r pour tout t fixe. Supposons que
(Xo, f(Xo, 0)) D et (x, f(x, 0)) D. pour 0<1X--Xo I<-_r, off D dsigne
la rgion dtermine par D et l-I. Posons

y-fi(x, t)-af(x, t)+b(x), i-1, 2, ...,
alors on a (x0, fi(Xo, 0), ..., f,_(Xo, 0)) D et on a (x, fi(x, 0), ...,
f_(x, 0)) D pour 01 x x0 I=< r. Done, pour tout e positif, il existe
un positif tel que, pour tout t dans 0__<t/, il y a un point x dans
]X-Xol<e tel que (x, fi(x, t), ...,f_(x, t))D, c’est--dire que
(x, f(x, t)) D. Par consequent, D. est pseudoconvexe par rapport

x; donc d’aprs l’unique thorme de [5, D. est pseudoconvexe.
2. Rciproquement, supposons que la rgion D dtermine par

D et par une varite quelconque ]-I de la forme expose dans le
lemme, soit pseudoconvexe. Soient C, C, C. les trois domaines dans
la dfinition 2"

C" x.-Xo I<P, ly-f(x)I<r, (i-1, 2, ..., n--l),
C" P’<lX-Xol<P, ly--f(x)I<r, (i-1, 2, ..., n-l),
C2"lx-Xo ]<p, ly--f(x)]<r, (i--1, 2, ..., n--l),

off l’on peut supposer que f(x) sont des polynSmes, d’aprs la
remarque 2. Prouvons que l’hypothse C/CD entralne CD.

Transformons l’espace x, y,..., y_ l’espace X, Y, ..., Y_., par
X--X--Xo, Y-y--f(x), (i-1, 2, ...,

Alors, par rapport aux variables X, Y,..., Y_, l’image D’ de D
par cette transformation satisfait l’hypothse que nous avons suppos
pour D au commencement de ce 2 Donc on peut supposer que
xo-O,f(x)=_O, c’est--dire que les domaines C, C, C ont les formes:

C’I x I<P, Y I<r, (i-1, 2, ..., n-l),
C" P’<l x I<P, Y I<r, (i-1, 2, ..., n-l),
C." x I<P, Y I<r, (i-1, 2, ..., n-l).

Maintenant, pour raisonner par l’absurde, supposons que Cq:D,
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et dsignons par , l’ensemble
Ix ]<p, ]y [<r, Y I<r., (l_<_i_<_k,

Alors, puisque C=,_D, il y a un entier 1 tel que 2q:D et tel
que, si/>1, ona _D. Soit (a, b) unpointde --D; ona btr,
a p’. Enfin soit la vari4t analytique dfinie par y- b,
(il), y-u, off u est un paramtre complexe. La rgion D est
l’ensemble ouvert {(x, u)(x, y)e D, y=b, (i/), y=u}. Prenons
trois domaines suivants:

C’: xl<p, u

. Ix<p, u<r,
alors on a C[+CD. Par consequent, on a C’D, car D est
pseudoconvexe par rapport x. Doric on a (a, b) e D; c’est absurde.

Lemme 2. Si une r@ion D est pseudoconvexv (III, y) par
rapport x, D est pseudoconvvxe par rapport x.

Preuve. En vertu du lemme 1, il suffit de prouver que, si D
est pseudoconvexe (III, y) par rapport x, alors la rgion D
dtermine par D et par H est pseudoconvexe par rapport x, off H
est une varit de la forme expose dans le lemme 1, mais d’ailleurs
arbitraire. Pour raisonner par l’absurde, supposons que la rgion Dn
dtermine par D et par H ne soit pas pseudoconvexe par rapport g x,
off H est une varit de la forme

: y=au+b(x), (i=1, 2, ..., n-l),
satisfaisant aux conditions dans le lemme 1. Alors il existe trois
domaines fermgs

C x- Xo p, u-f(x) r,
C: p’NlX-XolNp, Iu-f(x) INr,
C: X-Xo lNp, u- f(x) Nr’(<r),

tels que C+CD et CD, off f(x) est un polynSme.
0r on peut supposer que a n’est pas nul, puisque, si a=0, on

peut trouver deux nombres a et c tels que C+CD, et CD.
off ’ est la varigtg

y=a[u+b(x)+c, y=au+b(x), (i=2, 3, ..., n--l).
D, C, C, C, et b(x) jouissent de la proprit suivante: Soit u-

f(x, t) une fonction continue sur {lx-xNr, 0NtN1} et holomorphe
en x sur x--x Nr pour tout t fixe. Supposons que (x, f(x, 0)) e D
et af’(x, 0)+b(x)0, et que (x,f(x, 0))eD pour O<lx--xlNr;
alors pour tout s positif, il existe un positif tel que pour tout t
dans 0Nt< la relation (x, f(x, t)) D soit remplie par un certain
point x dans x-x l<s.

En effet, soit u= f(x, t) une fonction satisfaisant aux conditions
expliques ci-dessus. Posons
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y-- f(x, t)--af(x, t)/b(x), (i-i, 2,..., n--i);
alors f(x, t) sont dfinis et continus sur l’ensemble {Ix-x I<-_r, 0<__
t_<l} et holomorphes sur x-x I<-_r pour tout t fixe. En plus ces
fonctions satisfont aux conditions que" (x, fi(x, 0), ..., f_(x, 0)) e D
et que (x, f(x, 0), ..., f_(x, 0)) e D pour 0<l x--x I<--_r et enfin que
f;( , 0)0. Doric, d’apres la pseudoconvexit (III, y)de D par
rapport x, il existe un 5 positif tel que, pour tout t dans 0t<,
(x, fi(x, t), ..., f_(x, t)) D subsiste, c’est--dire que (x, f(x, t)) D
soit remplie par un certain point x dans x-x]<e, o e est un
hombre positif arbitrairement donn auparavant.

Maintenant, transformons l’espace x, u l’espace X, U par
X= x, U=u+ ab(x);

alors l’image D’ de D est pseudconvexe (III, U) par rapport X
(ou pseudoconvexe (III) par rapport U au sens de la dfinition 3,
[3); ceci est aisment vrifi. Donc d’aprs le corollaire 2, [5, D’
est pseudoconvexe en rant qu’une %gion dans l’espace X, U. En
outre, les images de C, C, C par cette transformation sont les trois
domaines suivants"

C’: X-xo ]p, U--F(X) ]r,
C: p’] X-xo p, U--F(X) r,. lX-xolp, U F(X) r’,

off F(X)=f(X)+aFb(X). C’est en contradiction avec la pseudocon-
vexit (II) de D’ par rapport X (ou la pseudoconvexit (II)de D’
par rapport U au sens de la dfinition 2, [3), car on a C+CD’
et C’ D’. C.Q.F.D.

Remarque 3. D’aprs le lemme 2, par rapport x, la pseudo-
convexit (III, y) et les pseudoconvexits (0), (I), (II) sont quivalentes.
Donc nous pouvons dire simplement qu’une %gion D est pseudoconvexe
par rapport x, non seulement si D est pseudoconvexe (0) ou (I)
ou (II) par rapport x, mais encore si D est pseudoconvexe (III, y)
par rapport x.
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