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1. Nous prenons une fonction non-négative continue ¢(¢) pour une
variable réelle positive ¢ telle qu’on ait lim, p(t)>( et lim,..o(t)=0.
Dans l’espace euclidien R™ a dimension m(=3), nous considérons
une fonction k(x)=¢(|2|) et supposons toujours que k(x) est locale-
ment sommable. Cette fonction & est appelée un noyau invariable
de composition. Le potentiel et 1’énergie d’une mesure positive g
pris par rapport au noyau k sont définis respectivement comme

o () = Sk(w—y)dp(y) - Sgo(I s—y dpy) et Ly = Slc,‘d)a. Spécialement,
le potentiel d’ordre a(0<a<m) d’une measure positive p est défini
comme (&)= || 2~y [*"dp().

Le principe de domination: On dit que le noyau invariable de
composition %k satisfait au principe de domination si, quelles que
solent ¢ et vy deux mesures positives, l’inégalité k,(x)<k,(x) est
satisfaite partout dans R™ dés qu’elle ’est sur le support S, de p.

Dans ce mémoire, nous démontrerons les théorémes suivants:

Théorémes 1. Supposons que le noyau invariable de composi-
tion k satisfait au principe de domination, et soit 2<a<<m. Quelles
que soient p et v deux mesures positives dans R™, inégalité
k(x)<ul(x) est satisfaite partout dans R™ dés qu’elle Uest sur S,.

Théoréme 2. Sous les conditions ci-dessus, quelles que soient
¢ et v deux mesures positives dans R™, inégalité ui(x)<ul*(x)
est satisfaite partout dans R™ dés que l'inégalité k.(x)<k,(x) est
satisfaite sur S,.

Ninomiya [9] a démontré les théorémes ci-dessus dans le cas
ou k(@)=|z|* ™ o 0<a’'<2 ou 0<a’'<m d’accord avec m>3 ou
m=1,2. De plus, les formes plus générales de ces théorémes ont
été démontrées dans Ninomiya [10] et Ito [4].

En employant le théoréme 1, nous obtiendrons le théoréme
suivant:

Théoréme 3. Soit k un moyau invariable de composition
satisfait au principe de domination. Pour un ensemble compact
K, si la capacité cap,(K) de K pris par rapport au noyeuw k est
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positive, la capacite d’ordre a cap®(K) de K est positive,” ou
25a<m.

2. Démonstration du théoréeme 1. Pour cela, les lemmes
suivants sont nécessaires.

Lemme 1. Supposons que le noyau invariable de composition
k satisfait au principe de domination. St k n’est pas égal d 0, k
est un noyau d’un espace spécial de Dirichlet sur R™.?

En effet, & n’étant pas constant, en employant le théoréme dans
It6 [67, on peut associer une constante non-négative c(k) telle que
k-c(k) soit un noyau d’un espace spécial de Dirichlet sur R™. Depuis
qu'on a lim, .k(x)=0, on a c¢(k)=0, d’ou k est un noyau d’un
espace spécial de Dirichlet sur R™.

De la théorie de 1’espace spécial de Dirichlet, nous obtenons le
suivant:

Lemme 2. Sous les mémes conditions qu’aw lemme 1, ¢ un
ensemble fermé F' et ume mesure positive p avec I((t)< + oo, on peut
associer une, et une seule mesure positive p' avec I(()< +oo portée
par F telle qu’on ait k. (x)=k.(x) k—p.p.p. sur F,» u,(x)>u,(r)
partout dans R™ et Sdp’ggdp.

Voir Deny [3] et Ito [5].

Cette mesure positive 2 est appelé la mesure balayée de p sur
F. Ensuite, nous employons la notation B(xz,r) comme une boule
ouverte i centre x et 4 rayon 7.

Lemme 3. Sous les mémes conditions qu’au lemme 1, soient
r, et r, deux mombres positifs. Supposons que p est une mesure
positive avec la densité czo,m(®), 0U Czo,.(®) est la fonction carac-
téristique de B(0, r)). Alors, la mesure balayée ' de p sur le com-
plément CB(0, r,) de B(0, r,) est dépendante seulement de la distance.

En effet, nous obtenons que le potentiel k, est dépendant seule-
ment de la distance. Soit ¢ un élément de la boule-unité a centre
0, et soient y, et (k). respectivement une mesure positive obtenue
de ¢¢ et une fonction obtenue de k,, par la rotation o autour de
0. Depuis qu’on a

(te(a) = [ @)1 Dpis(w) = | (1 o@) = o) D)

= [etl2—v Dar@ =@,
nous obtenons 1’égalité w,,(x)=u.(x)k-p.p.p. sur CB(0,r,), d’ou

1) Au sujet de la capacité, voir Brelot [1] et Ninomiya [7].

2) Au sujet d’'un espace spécial de Dirichlet, voir Deny [8] et It6 [5].

3) On dit qu’une propriété est satisfaite k-p.p.p. sur un sous-ensemble X de
Rm si, pour toute mesure positive g avec Ix(u)<+e et Sy CX, cette propriété est
satisfaite presque partout pour g dans Rm™.
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Uy () = Uy, (%) k-p.p.p. sur CB(0, r,), ol o(x) est le point obtenu de
x par la rotation ¢ autour de 0. S, étant dans CB(0, r,), on a
=1, et par suite, la démonstration est compléte.

Immédiatement du lemme ci-dessus, nous obtenons le lemme
suivant:

Lemme 4. Sott le noyau invariable de composition k un noyau
de Uespace spécial de Dirichlet D sur R™. A la boule B(0,r), on
peut associer ume mesure positive & portée par CB(0, r) et dépend-

ante seulement de la distance telle que Sdsggl et que, pour toute
fonction f finie et continue de D a support compact dont le
spectrum est dans CB(0, r),Y on at f(O)=S f(x)de;.

En effet, nous prenons une suite décroissante (r,) des nombres
positifs telles que r,<r. Soit y, une mesure positive avec la densité

(SCB(O’fn)dx>—163(°’fn)(w)’ et soit y, la mesure balayée de p, sur CB(0, 7).
La suite (u,) converge vaguement vers la mesure-unité en 0, et
depuis qu’on a Sd/x;gl et que 4, est dépendante seulement de la

distance, nous pouvons supposer que la suite (z,) converge vaguement
vers une mesure positive &, portée par CB(0, r) et dépendante seule-

ment de la distance avecgdeggl. Pour toute fonction f finie et

continue de D a support compact dont le spectrum est dans CB(0, r),
on a {fip,={fdrh, aod fO)=|sae.

Démonstration du théoréeme 1. Pour deux mesures positives
¢ et vy, supposons que k,(x)<u!”(x) sur S,. Nous pouvons supposer
que I,(¢)< +oo et S, est compact. Parce que, en général, il existe
une suite (¢,) des mesures positives a support compact avee I,(#,) < +co
telle qu’on ait lim,_ .k, (¥)=k.(x) et k. (2)<k.x). Il est suffisant
de démontrer dans le cas ou g0, que k, est finie et continue et
qu’on ait k,(x)<u®(x) sur S,. Parce que, en général, d’abord nous
prenons une suite décroissante (e,) des ensembles mesurables pour y
telle qu’on ait 0<p(e,)<1/2n, et soit v, la restriction de y sur Ce,.
Alors, on a k, (v)<k.x) et I(v,)<+co. Le noyau invariable de
composition & satisfaisant au principe de continuité,” en employant
la méthode ordinaire dans la théorie du potentiel (cf. Ninomiya [7]),

4) Au sujet du spectrum d’une fonction de D, voir Deny [3] et Itd [5].

5) On dit que le noyau invariable de composition k¥ satisfait au principe de
continuité si, quelle que soit g une mesure positive a support compact, le potentiel
kx est fini et continu dans R™ dés qu’il I’est comme une fonction définie sur Sg.
Depuis que k satisfait au principe de domination, k satisfait au principe de con-
tinuité (ef. Ninomiya [7]).
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a la mesure positive y,, on peut associer une mesure positive ,
telle qu’on ait v,> /x,,,gdv,,<8dpn+1/2n et que k,, soit finie et con-

tinue. Depuis que la suite (y,) converge vaguement vers g et
pu=>p,, on alim, .k, (x)=k,(x). D’aprésla continuité de k,, il existe
un voisinage ouvert V de S, tel que k.(x)<u!”(x) dans V. Supposons
qu’il existe un point ou k,—u{ prenne une valeur positive, Alors,
il existe une fonction f finie, continue et non-négative & support

compact avec S fdx=1 telle que S,,, appartient a V et que la fonc-

tion k,,,—u{® prenne une valeur positive en ce point. Depuis que
nous pouvons supposer que le potentiel u!® est borné, convergant
vers 0 a l’infini et que k,,, converge vers 0 4 l’infini,® il existe un
point x, dans CS,,, tel qu’on ait
Fo s 1(20) — W (26) = SUD {Kps 1(®) — w0, (2); @ € R™}<0.

Nous pouvons supposer %,=0 par la translation voulue. Pour une
boule B(0, r) telle que B(0, r) C Sy, Soit & la mesure positive comme
dans le lemme 4. En employant le lemme 4 et que k,,; converge vers
0 a l’infini, on a

Fon 10) = [ oun(@)el(a). ®
D’autre part, depuis que nous pouvons supposer que %'® est non-
harmonique dans B(0; ), en employant Sdsggl et que ¢, est dépend-

ante seulement de la distance, on a
we(0)> | (@)del (o). ®

L’égalité (1) et I’inégalité (2) sont en contradiction avec notre sup-
position que la fonction k,.,,—u!” prenne le maximum en 0. La
démonstration est compléte.

Le théoréme 2 est immédiatement suivi du théoréme de Nino-
miya (ef. Ninomiya [7]) et du théoréme ci-dessus.

Corollaire. Supposons que le noyau invariable du composition
k satisfait aw principe de domination, k converge vers 0 a l'infini.

En effet, pour toute fonction f bornée, non-négative et mesur-
able a support compact, le potentiel k, étant fini et continu em-
ployant le théoréme 1, k; converge vers 0 & l’infini. Depuis que
la fonction f est arbitraire, nous obtenons que % converge vers 0
a l’infini.

3. Démonstration du théoréme 3. Pour un ensemble compact
K, supposons que cap,(K)>0. Alors, ie existe une mesure positive
et non-zéro p, portée par K telle que le potentiel k,. soit fini et

6) Voir Ito [4].
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continu dans R™, parce que le noyau k satisfait au principe de domi-
nation (cf. Ninomiya [6]). Soit 2<a<m. Nous prenons un autre
ensemble compact F' tel qu’on ait FC K. En employant le théoréme
1 et le théoréme de Ninomiya dans [7], nous obtenons qu’il existe
une, et une seule mesure positive v portée par F' telle qu’on ait (i)
k,(x)=|x|*™ k-p.p.p. on F, (ii) k() <| x |*~™ partout dans B™. Alors,
I(¢x) étant finie, on a

o=y =mdp@)pete) = | |bo— vzt

= [ [Frrrn@inm < + oo,

ol /; est une mesure positive telle qu'on ait px(e)=px(—e) pour
tout ensemble compact ¢, d’oti on a cap®(K)=0, et par suite, la
démonstration est compléte.
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