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34. Sur les suites filtrantes de nombres

Par Tokui SATO et Yasusi TAKEMURA
Département de Mathématiques, Université de Kobe
(Comm. by Kinjird KuNUGI, M. J. A., March 12, 1968)

1. Un des auteurs a donné dans [1] la notion de la suite
filtrante de nombres comme généralisation de la suite de nombres
et exposé qu’elle est une technique générale dans 1’analyse mathéma-
tique classique.

Nous montrons ici que quelques résultats obtenus dans [1]
subsistent sous I’hypothése plus faible.

2. Soient R* I’ensemble des nombres réels et I" un ensemble
ordonné filtrant au sens de Tukey.

Nous appelons {a;} (a;€ R¥, 1€ ") suite filtrante de nombres.

Théoreme 1. La limite supérieure et la limite inférieure
d’une suite filtrante de nombres {a;} (A€ ") sont respectivement la
plus grande limite et la plus petite limite.

Preuve. Il suffirait de prouver que IX'TerI{l_a; est la plus grande
limite dans le cas ol lim a; est finite,

Par définition on ax,er

lim a, €L,
ierl
ol L est I’ensemble des limites au sens généralisé de {a,}.
Soit I un élément quelconque mais fixé de L, on a alors
I’inégalité
léh_m a;.
Aerl
Raisonner par 1’absurde. Supposons que ’on ait
l>m a;.
Aerl’
On peut prendre >0 tel que
Ti—I—ﬁa;<l——8.
Aer
! étant ’élément de L, ’ensemble 4 des éléments p tels que l—¢

<a, est cofinal dans I". On a donc
lim a,<1lim a,.
red Aer
D’autre part, on obtient
l—e<lima,.
red
Par suite, on a

lim a1<lim Q,
Aer red
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ce qui est absurde. C.Q.F.D.
Dans la suite, on suppose que toutes les limites imférieure et
supérieure de suites filtrantes de mombres sont finies.
Théoreme 2. Sotent {a,} et {b;} deux suites filtrantes de nombres.
Posons c;=a,+b,(ae ). On a alors les inégalités
lim a;+1lim b, <lim ¢,

Aerl 2eT Ael
(lim a;+1im b,
< Aerl Aerl
lim -+ lim bg
ierl Aerlr
élim Czélim a1+lim b].
Aer rer Aerl

Preuve. Il suffirait de prouver que ’on a I’inégalité
lim C;élim a; +FH—1 b;.

el Ael Ael’
Posons
a=lim a,, B=lim b,, v=lim ¢,.
Aerl xel el

Alors on peut prendre 4’ et A" tels que
B+e>b,  XIzd (eD),
y—e<en 2z (el).
I" étant filtrant, il existe un élément A de I" tel que
A'£4, A" <A,
Par définition de «, on peut prendre 2 tel que
a+e>ay, A=A, el
On obtient donc
a+B+2>a,+b,=c;
>7—¢,
ou
a+B+8e>m.
¢>0 étant arbitraire, on a
a+Bz. C.Q.F.D.
D’une méme maniére que la démonstration du théoréme 2, on
obtient le théoréme suivant.
Théoreme 3. Sotent {a,}, {b;} deux suites filtrantes de nombres
non-négatifs. Posons p,=ab; (Ael'). Alors on a les inégalités
lim a; lim b, <1im p,

el el Aerl
lim a, lim b,
< Aer Aer
lim a; lim b,
rer Ael
<lim p,<lim a, lim b,.
ier Aerl Aer

On obtient aisément le théoréme suivant.
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Théoreme 4. Soient a,;=0,0,>0 (1.

(Ael. Silon alimb,>0, on a les inégalités
el
lim a; / lim b,<1lim d,
1€l el er
lim Q; / lim b;
el Ael
lim a, / lim b,
Aerl ﬂ
<limd,<lim a, / lim b;.
Ael Aer Aerlr

A
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d;=a,/b;
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