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200. Noyaux de convolution en pattie finie opdrant
sur les [onctions hldriennes

Par Yoshifusa IT0
D6partement de Physiologie, Universit6 de Nagoya

(Comm. by Kinjir6 KUNU(r, M. . A., Dec. 12, 1969)

1. Introduction. On employera les notations dans [1] et [2].
On d6finira, d’abord, l’op6rateur de convolution associ6 en partie

finie un noyau k tel que rn+, k(r0) M dans un voisinage de l’origine,
et notera kf la convolution op6rant sur une fonction f. Cette op6rateur
applique C,2(Rn) dans C(R) si R->0.

Ensuite, on d6finira une classe M,’, des noyaux, qui contient une
classe N,’," d6finie dans [2]. L’op6rateur de convolution associ6 en
partie finie un noyau de classe M,’, applique continfiment C’2(Rn)
dans C’,-(R) si 0-]/<1. Si k N,, et f e C’2(Rn)(J--O),
kf-- kf--q(k)f, oh q(k) est une constante d6pendante du noyau k.

Finalement, on d6finira une classe M",,,"(m> 1 entier) de noyaux.
Un noyau h de classe M,,,* est, par d6finition, un noyau dont les
d6riv6es partielles d’ordre p(1 < p <m) sont dans M,,,". L’op6rateur
de convolution associ6 un noyau de classe M,’, applique continfiment
C’2(Rn) dans C+,-(R’9 si 02-]/<1.

Comme application, l’op6rateur de convolution associ6 au noyau
du potentiel d’ordre a(m- 1 a< m, m> 1 entier) applique continfiment
C:,(R’) dans Cp+m,2-"+m(Rn).

2. Noyau de classe M’’. Un noyau k de classe M,’(0<yI)
est, par d6finition, une fonction mesurable finie dans R-{0} et
satisfaisante aux conditions suivantes a) et b).

a) I1 existe deux nombres positifs R et M tels que
sup Iz]+,lk(z) <M.

O<lzl<R

b) k(z) est born dans {Izl>R}.
On dfinit, pour e(O R),

k()[f(x--)-f(x)]d + k()f(x--)d.kR,,f(x)
,<tz,<

On trouve une proposition suivante.
Proposition. Soient k eM, et 0<r]<2<l. Alors, quelle que

soit f e C2(R), k,,f(x) converge uniformdment en x e R lorsque e
tend vers O. D’oit la limite est une fonction continue et bornge dans R.

/k un noyau de classe M,,, on associe une application linaire a
02de Ci, (R)(2 ]0) dans C(Rn), en posant,
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kaf(x) lim k,f(x).)
’-0

Si l’on pose, pour chaque f e C(Rn),
Pfak.y= kf(O),

on dfinit une distribution Pfk sur R appele la distribution partie
finie de k relativement R. 0n a)

Pfk.f f pour toute f e C,(Rn)(-- >0).. Noyau de classe M’’’". 0n fixera le nombre positif R, et
notera et Pf en remplacement de et Pfn respectivement.

0n appellera un noyau de classe M,,," un noyau k de la classe M,’

satisfaisant la condition suivante c).

Pour k e M,’," on dfinit

O<lzl<R

0<,z,, <n,0<,zl <n Z- Z[
ZVCZ

et
11 11 (x, + + 11 <.

On ale thorme suivant qui majore le norme de kf.
Thorme 1.) Soient k e M,," et un nombre tel que <1, 0<
< f< 1. Agors, quegge que soit f e Ca(Rn)
1) il existe une constante positive C dgpendante de K, R, -- et

/ telle que
[kf]o,a_, < Cllkl[[f]o,a,

2) il existe une constante positive C ddpendante de K, R, --] et

/ telle que

kf II0,- < eli kll f II0,.
On trouve le thorme suivant eorrespondant au thorme II dans

[2].
Thorme 2.t) Soient k e M,," et un nombre tel que <1 et

O- ft < 1. Alors, l’opgrateur de convolution associg en pattie

finie ? k applique continitment C,(R) dans Cp,-(Rn) et on a, pour
chaque f e C:’a(Rn) (o< 1/31 < p),

D(kf)- k(Df).
4. Noyau de classe M’’’". Un noyau de classe M,,," est, par

dfinition, un noyau h tel que Dh(0< I/31 < m, m> 1 entier) appartient
h la classe M,’,". On connait les conditions suffisantes pour que un

1) Si k eM, est un no.yau semi-singulier dfini dans [2], on a kRf(x)

=cf(x)--q(k)f(x), oh q(k)= IRrn-ldrf k(r)an(d),
dO dn

2) CL [1] et [2].
3) CL [2], TheorY,me I.
4) CL [2], Thorme II.
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noyau h appartienne la classe M,," c’est-k-dire, les hypotheses de
la proposition 4.2 et la condition d’) dans [2].

Thorme 3. Soit hun noyau de le classe Mm,,". Alors,
1) sim 1, pour route f e C(Rn), h,f CI(Rn) et

D(h.f)=(Dh),f (14i4n),
2) si m-l, pour route f C,(Rn)(O2--)h,f e C(R) et

D(h,f)=(PfDh),f+ A(h)f (1 i4 n),

o A(h)=R- h(R)an(d).

Dmonstration. En posant ,(x)=[ h(x--y)f(y)dy, on a)
ly-xl>

D(x)-- nh(x-y)f(y)dy+ Sn-l h(sO)f(x--sO)Oa(dO)
y-xl

Bly-xl> dZn

+n-[ h(O)[f(x--eO)-- f(x)]Oan(dO), f(x).
JZn

Dha,f tend vers Dhf=(PfDh).f uniform6ment dans R (Propo-
sition). Le second terme au troisime membre est 6gal A(h)f(x),
d’aprs la formule de Green. Le troisime terme tend vers 0
uniform6ment dans Rn. Puisque lira ,(x)=h.f(x), on a le th6orme.

0

En rappelante l’argument dans [2], on obtient le th6orme suivant.
Th4orSme 4. Soient h M,, et, un hombre tel que 0< 1 et

0<-- < 1. Alors, l’oprateur de convolution fh,f associd 4 h
applique continment C,(R) dans Cv+,-,(Rn) (p 0 entier, K compact
fixd de R).

5. Corollaire (le cas du potentiel d’ordre ). Soit hun noyau du
potentiel d’ordre , o m- l< m (m l entier). Alors, pour

f e C,(R) (m--<41), h.f Cv+,-(-")(R). D’ailleurs l’appli-
cation de C,(Rn) dans Cv+,-(-")(R) est continue.

R6f6rences

1 P. Courrge: Noyaux de convolution singuliers opt.rant sur les fonctions
HSldriennes et Noyau de convolutio.n rgularisants. Sminaire de Pro-
babilites. I. Springer-Verlag, 34-51 (1966).

2 Y. Ito: Sur la diffrentiabilit et la continuit des potentiels associs en
valeur principale noyaux singuliers de m-lois rgularisants ( paraltre).

5) Cf. [1], p. 48.


