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200. Noyaux de convolution en partie finie opérant
sur les fonctions holdériennes

Par Yoshifusa ITo
Département de Physiologie, Université de Nagoya

(Comm. by Kinjiré KUNUGI, M. J. A., Dec. 12, 1969)

1. Introduction. On employera les notations dans [1] et [2].

On définira, d’abord, I'opérateur de convolution associé en partie
finie & un noyau k tel que »**7| k(r@) | <M dans un voisinage de ’origine,
et notera kf la convolution opérant sur une fonction f. Cette opérateur
applique Cy*(R™) dans C°(R") si A—%>0.

Ensuite, on définira une classe M%"* des noyaux, qui contient une
classe N°®7* définie dans [2]. L’opérateur de convolution associé en
partie finie & un noyau de classe M%”* applique continiiment C%*(R")
dans C?*"(R™) si 0<A—n< pu<1. Sike N""* et fe CH(RY(A—7n>0),
k f=kf—q(k)f, o q(k) est une constante dépendante du noyau k.

Finalement, on définira une classe M™7#(m>1 entier) de noyaux.
Un noyau % de clagse M™* egt, par définition, un noyau dont les
dérivées partielles d’ordre p(1<p<<m) sont dans M%»* 1 opérateur
de convolution associé & un noyau de classe M™* applique continfiment
C%*R") dans C?*™*1(R™) s8i 0<A—p< p<1.

Comme application, 'opérateur de convolution associé au noyau
du potentiel d’ordre a(m—1<a<<m,m>1 entier) applique continiiment
C’k’l(Rn) dans Cp+m,x—a+m(Rn).

2. Noyau de classe M*”., Un noyau k de classe M*"(0<7n<1)
est, par définition, une fonction mesurable finie dans R"—{0} et
satisfaisante aux conditions suivantes a) et b).

a) Il existe deux nombres positifs R et M tels que

sup |z|"*| k()| <M.

0<[zI<R

b) k(z) est borné dans {|z| >R}.
On définit, pour (0<e<R),

TcR,,f(x)=J k(z)[f(x—z)-—f(ac)]dz-l—j k(2) f(x—2)dz.
s<|zI<R R>|z|

On trouve une proposition suivante.

Proposition. Soient ke M et 0<n<A<1l. Alors, quelle que
soit f e CH(R™), 70,,,,, f(x) converge uniformément en xc R™ lorsque ¢
tend vers 0. D’ou la limite est une fonction continue et bornée dans R”.

A un noyau de clagse M®?, on associe une application linéaire %,
de CR*(R™)(2—7>0) dans C°(R"™), en posant,
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l?Rf(x)=liI§1 kg, f(x)."
Si 'on pose, pour chaque f ¢ Cy(R™),
Pfgkxf=kf(0),
on définit une distribution Pfzk sur R" appelée la distribution partie
finie de k relativement & R. On a?
Pfzkxf = krf  pour toute f e COA(R™)(A—17>0).

3. Noyau de classe M%"*, On fixera le nombre positif R, et
notera k et Pf en remplacement de % et Pf, respectivement.

On appellera un noyau de classe M%”# un noyau k de la classe M*”
satisfaisant & la condition suivante c).

c) |z|*1HeR(z) e COM0< 2| < R).

Pour ke M%"*, on définit

|k|P= sup [z|"*""|k(2)], | k|®= sup |k(2)|,
0<|zI<R R<|zl

”k”(a)z sup l Iz/|n+n+yk(z/)_ |z|"+’+"k(z)|
0<I <R, 0<121<R |&'—z|*

et
Bl = 7]l @ + ([l @ + | || ~

On a le théoréme suivant qui majore le norme de kf.

Théoréeme 1.° Soient ke M>»* et 2 un nombre tel que A<1, 0< A
—n<u<l. Alors, quelle que soit f e CR(R");

1) il existe une constante positive C, dépendante de K, R, 21— et
p telle que

(% Ys, -, < Cill EIILS Ty,

2) il existe une constante positive C dépendante de K, R, 21— et

v telle que
15 Ty < NS o

On trouve le théoréme suivant correspondant au théoréme II dans
[2].

Théoréme 2.2 Sotent ke M%»* et A un nombre tel que 1<1 et
0<A—y<p<l. Alors, Uopérateur de convolution associé en partie
finie & k applique continiiment CL*(R™) dans C»*~"(R™); et on a, pour
chaque f e CRYR™ (0< |8 <p),

Dé(lef)=R(D*f).

4. Novyau de classe M™"*, Un noyau de classe M™"* est, par
définition, un noyau & tel que D*r(0< | 8| <m, m>1 entier) appartient
a la classe M%»*, On connait les conditions suffisantes pour que un

1) Si keM®7 est un noyau semi-singulier définié dans [2], on a kaf(x)
=R @) a0 @), ot qlo)= [ m=idr|, kro).as),

2) Cf. [1] et [2].
3) Cf. [2], Théoréme I.
4) Cf. [2], Théoréme II.
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noyau h appartienne a la classe M™7#; c’est-a-dire, les hypothéses de
la proposition 4.2 et la condition d’) dans [2].
Théoreme 3. Soit h un noyau de le classe M™7*, Alors,
1) sim>1, pour toute f € CYR™), hxf c C'(R™) et
Dhxf)=Dm)xf  A<i<n),
2) sim=1, pour toute f e CL(RHO<A—n< pwhxf e C(R"™) et
D+ f)={PfDM)+f+ A f  (A<ig<n),

ou A,(h)=R* WROO,s,d0).
Zn
Démonstration. En posant gos(ac)zfl | Mx—1vy) f(y)dy, on a
y—x|>e

Dip@=(  Dh@—y @dy+e| heh) @—et)0.0,(dh)
=ﬁi\hR,cf(x)
+ [ f o D=y e j ) h(eﬂ)ﬂion(dﬁ)] @)

+ s"-lL WD) f(x—e)— f(2)10,0,(db)- f ().

1/);723,, f tend vers ﬁt\h f=@PfD;h)*f uniformément dans R" (Propo-
sition). Le second terme au troisiéme membre est égal & A;(h)f(x),
d’aprés la formule de Green. Le troisieme terme tend vers 0
uniformément dans R". Puisque lim ¢,(x) =h«f(x), on a le théoréme.

En rappelante 'argument danéq[OZ], on obtient le théoreme suivant.

Théoreme 4. Soient h e M™7* et, 2 un nombre tel que 0<A<1 et
0<A—n<pugLl. Alors, Uopérateur de convolution f—hxf associé d h
applique continiment C2*(R™) dans C?+™*~1(R™) (p =0 entier, K compact
fixé de R™).

5. Corollaire (le cas du potentiel d’ordre «). Soit h un noyau du
potentiel d’ordre a, on m—1<a<<m (m=1 entier). Alors, pour
feCoYR™ (m—a<i<l), hxf e Crrmi-m-a(R™y  D’ailleurs Uappli-
cation de CZY(R™) dans Cr+mi-‘m-a(R") est continue.
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