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68. Remarque sur les noyaux de convolution
associé d résolvante

Par Masayuki ITd
Institut Mathématique d’Université de Nagoya

(Comm. by Kinjiré KuNucl, M. J. A., March 12, 1971)

1. Introduction et préliminaires. Soit X un groupe abélien
localement compact, et désignons par dx sa mesure de Haar. Rappelons
qu’un noyau de convolution N sur X est une mesure de Radon positive
dans X. On note Cx I’espace des fonctions numériques, continues dans
X, a support compact, et muni de la topologie usuelle. Son sous-
ensemble des fonctions non-négatives est désigné par Ci. Pour une
fonction f de Cg, le potentiel de f par rapport au noyau N est la con-
volution Nxf.

On dit que N satisfait au principe de domination (resp. au principe
complet du maximum) si, quelles que soient f et g de Ci, N+ f(x) < Nxg(x)
(resp. Nxf(x)<N=xg(x)+1) est satisfaite partout sur X dés qu’elle I’est
sur le support S(f) de f.

Il est bien connu que le principe de domination pour N a treés
proche relation avec ’existence de la résolvante (NV,),, telle que N,=N.
Rappelons qu’une résolvante (INV,) est une famille des noyaux de con-
volution sur X et qui satisfait & la condition suivante:

Quels que soient p>0 et ¢=0, la convolution N,+N, a un sens et
on a

N,—N,=(g—p)N,«N,. (1)

On connait aussi que, pour un noyau de convolution N sur X, s’il
existe une résolvante (N,),s, avec N,=N, elle est unique, et on dit ici
que N est un noyau de convolution associé a résolvante. Ce noyau
gatisfait au principe de domination.

On dit finalement qu’une résolvante (N,),., est sous-markovienne
si, quel que soit p>0, pIdN »=1. La sous-markovité de (N,) est équi-

valente au principe complet du maximum pour N,.

Théoreme 1. Soitent N et (N,),s, un noyau de convolution associé
a résolvante et la résolvante avec Ny=N, alors les trois énoncés sui-
vants sont équivalents:

(a) N satisfait au principe complet du maximum.

(b) Quel que soit p>0, Np*lv\Tp a uUn sens.

(¢) N est de type positif.
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On note N » la symétricité de N, et N, est de type positif si 'on a,
quelle que soit f de CK,N*f*f(O)gO, ol ]”(x):f(——x).

Dans P'autre note [2], on examine la régularité des noyaux de
Dirichlet, et en généralisant son résultat, on obtiendra le théoreme
suivant:

Théoreme II. Soit N un noyou de convolution sur X associé a
résolvante. S’il est absolument continu par rapport & la mesure de
Haar, il existe alors une fonction G(x) semi-continue inférieurement
dans X et telle que N=Gdx. En particulier, st N est de type positif,
on peut prendre une noyau-fonction G qui satisfait au principe de
continuité.

Une noyau-fonction G sur X satisfait au principe de continuité si,
quelle que soit ¢ une mesure de Radon positive dans X et & support
compact, Gy est finie et continue dans X dés que la restriction de G« p
sur le support S(x) de ¢ est finie et continue et que G est bornée.

2. Le théoréeme I et quelques corollaires. Montrons d’abord le

théoréme I. Sous I’énoncé (a), on a, quel que soit p>0, p‘depgl,

et par suite, I'implication (a)=>(b) est immédiatement obtenue. On
montra que (b) implique (a). Admettons que, quels que soient p>¢ >0,

1 1 &
N,+ e=—"— 2> ((p—@N,", (2)
o’ p—q b !
ol (-)’=c¢ est la mesure de Dirac & l'origine et (-)**'=(-)"«(-), et posons
N,= %(N,,+Np), (3)

alors, quel que soit » un entier positif, la convolution (IV,)* a un sens,
et on a

g oo 2 fo-oms
1

R B A B Ik A
b—q b—q

1

b—q

g(Nq+ e>*(z<fq+p_qe). (4)

La série 3. ((p—q)IV,)* est donc convergente, et par suite, (p—q)IdN »
n=0

<1, car N » est symetrique par rapport a 'origine (voir [1]). Faisant
¢—0, on obtient que (N,) est sous-markovienne, d’ott I’énoncé (a).
Voyons ensuite que I’égalité (2) a lieu. D’aprés ’égalité (1), on a

@=0(Nyt—2—z) c—@—aNy=s, (5)

et la convolution (V,)" est définie pour tout I'entier »n>0. En utilisant
encore I’égalité (1), on a
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(

Il en résulte de 1’égalté (6) que la série i ((»—q)N,)" converge. Posons

1 n+1ly — 1 - — i
e) s @—0N Y =L @0V (6)

No=4= )n_ " (7)
alors, d’apres le calcul élémentaire, on a, quel que soit #>0,
N;_Nr:‘(p_(I)N;*Np_(p_’r)Nr*Np=(lr_q)Nt/z*Nr’ (8)

et par suite, Ny;=1im N,=N,, d’ou I'égalité (2).

r—q

Pour montrer 'implication (a)=>(c), il suffit de voir que, quel que
soit p>0, N, est de type positif, car p—N, est vaguement continue.
Pour une constante positive ¢, on a, quelle que soit f de Cg,

(Np+ %e) «fxf(0) = c(Np—l— %—s) * fx (Np+ le) *fv*(e~—cl</’<p+c))(0)

=(e=efaN o) [| (Vo ) 1]
— (Np+%) «f () ’ZdN(dego. (9)

Faisant c—oo, on arrive a la conclusion que N, est de type positif.
Réciproquement, si N=N, est de type positif, alors, d’aprés (1),

(N+ )*f(w Y)

e—pN, l'est aussi, et par suite, pde <1, d’ou 'implication (c)=>(a).

La démonstration est ainsi compléte.

Si X est compact, un noyau de convolution associé a résolvante
satisfait toujours au principe complet du maximum, mais, dans le cas
ol X n’est pas compact, on ne peut pas toujours l'affirmer. Par

exemple, dans la droite réelle BR,N,= f} ae, (@=0) est un noyau de con-
n=0

volution associé & résolvante, mais, N, satisfait au principe complet
du maximum si et seulement i 0<a<1.

Corollaire 1. Soit N un noyau de convolution sur X (non-compact)
et associé & résolvante. Si, quelle que soit f+0 de Cz, la fonction
Nxf(—x)/Nxf(x) est bornée a Uinfini, N satisfait alors au principe
complet du maximum.

Soit (NV,),s, la résolvante avec N,=N, on a alors, quelles que soient
f et gdeCs,

jN* F@N prg(—2)dz < + oo,

D’apres notre condition, il existe un compact K de X et une constante
positive C tels que Nx+f(—x)<CNxf(x) dans le complément de K, et
donc

IN* F(— )N, 5 f (—2)dar < + oo,
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d’ot N,*N, a un sens.
Corollaire 2. Soit (N,) une résolvante, alors, elle est sous-

markovienne ou il existe un nombre positif p, tel que ‘[dN »=+ o0 ou

Jqu< + oo d’accord avec 0 p<p, ou q>p,.
Si ’'on a, pour tout p>0, ‘[de< -+ oo, alors Np*Np a un sens, et
d’aprés notre théoréme, pde »=1. D’autre part, soit p,=sup {p >0;

JdN =+ oo} , alors, d’aprés la semi-continuité inférieure de p—»de 22 Do

vérifie évidemment notre condition.

I1 est bien connu qu’un noyau de convolution N associé & résolvante
satisfait au principe du balayage (cf. [1]) ; ¢’est-a-dire, pour une mesure
de Radon positive ¢ dans X et & support compact, et pour un ouvert
U de X, il existe une mesure de Radon positive ¢} dans X, portée par
U et telle que Von ait N+p=Nx sy, dans X et N« p=Nxp), dans U.

D’apres le corollaire 2, on peut montrer facilement que, quel que soit

U un ouvert de X, Jd p’,,gjd poulonasup {Jd 1y 3 Uestunouvert de X }

=+ oo des que p=+0.

3. La démonstration du théoreéme II. Soit (V,),:, la résolvante
avec Ny=N. Si N est absolument continu par rapport & la mesure de
Haar, alors N, I'est aussi, car N,<N. On désigne par G/, une densité
de N, par rapport & la mesure de Haar. D’aprés I’égalité (1), on peut
écrire

N,= f "N N dqg= (f" G;*G;dp) da.
p p
La fonction G,+G/, est bien définie dans X et semi-continue inférieure-

ment dans X. Posons Gp=rG;*G’qdq et G=rG;*G;dq, alors, ils sont
p 0

semi-continue inférieurement dans X et on a N=Gdx et N,=G,dx.

Montrons la deuxiéme partie. Soit p une mesure de Radon posi-
tive dans X, & support compact et telle que G+ soit bornée et sa re-
striction sur S() soit finie et continue. Alors, quel que soit p >0, G* ¢t
est aussi bornée et sa restriction sur S(yz) est finie et continue, car Gxu
=G xp+ r GxGpepdq, et Grp et r GG xpndq sont semi-continues

0 0
inférieurement dans X. La fonction G« p étant bornée, on a
r G Gox pdq=pG+G*
0

partout dans X. Gxpu étant bornée et G, étant de L' (cf. I'égalité (2)),
pG*Gyxp est finie et continue dans X. D’autre part, d’aprés le thé-
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oréme de Dini, la famille (G,+y),., converge uniformément vers 0 sur
S(yp) avec p—oo. Pour compléter notre démonstration, il suffit de voir
le lemme suivant:

Lemme. Soient N et G les mémes que ci-dessus. On suppose
encore que N s’annule & Uinfini.® Si, pour une mesure de Radon posi-
tive ¢ dans X et a support compact, G est bornée dans X, on a alors
Gxu@) < ,,Sél}qP)G* r@).

#

En effet, on obtient d’abord que Gxp(x) tend vers 0 avec x— oo,
car, si N=0, il existe une fonction f de C; et telle que Gxf(x) =G+ p(x)
dans un voisinage de S(y), et alors, la méme inégalité a lieu dans X.
On peut supposer ensuite que k= sélg](p)G* ¢ () est non-zéro, et il suffit

Yy 3

de voir Gxu(x) <k presque partout dans X, car G+ est semi-continue
inférieurement. Supposons que cela n’a pas lieu, il existe alors une
fonction mesurable, non-négative f(s0) dans X, & support compact
et telle que
S(Hc{x e X; Gxp(x) >k},

Soient F={r e X; Gxu(x)<k} et (v,),c, une famille filtrante & ganche
d’ouverts et avec Nw,=F, alors il existe une mesure de Radon positive
v, dans X et telle que

SWRCF et lim |Gwuldy,= j Gvldy)y,
acd
oll v, est une mesure balayée de fdx sur w, (voir la fin de la section 2).

On a
0 <JG*/~4(fdx— dvl) = 1115le* w(fdz—dy)=0,
a€,

car Idv}§ 1. Cela est une contradiction, d’oli notre lemme

On remarque finalement que N,(p>0) s’annule a U'infini, qui résulte
évidemment de la sous-markovité de (IV,) et de I'égalité (2).
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1) Cela signifie que, quelle que soit f de Cg, lim N f(x)=0.
&T—o



