
No. 7] Proc. Japan Acad., 0 (1974) 413

Equations aux differences linaires et les intgrales
des fonctions multiormes. I

Thorme d’existence

Par Kazuhiko AOMOTO
Collge d’Education Gnrale, Universit de Tokyo

(Comm. by Kunihiko KODAIRA, M. $. A., Sept. 12, 1974)

Dans cette note on va enoncer un thorme d’existence des qua-
tions linaires aux differences partielles et proposer le problme de
connexion y associ.

Soit E--(e, 1_< i_< n) une base du rseau entier Z dans C. Soient
A(x) (1 =<i_<n) fonctions rationnelles de x dans C valeurs dans
GL(m, C). On considre darts la suite une quation aux difference par
rapport une fonction matricielle (x) de la forme suivante"
( 1 ) (x+ e) A(x). (x)
pour l<_i<_n. Supposons que les matrices A(x) satisfassent la con-
dition de compatibilitY"
( 2 A(x+ e). A(x) A(x+ e). A(x)
pour 1_<_i, ]<=n telles qu’lles dfinissent de aon naturelle un cocycle
de la cohomologie H(Zn, GL(m, C(x))). On dsigne par (x, x, ..., x)
les coordonnes affines de x par rapport la base E et par x’ le point
de C- des coordonnes (x, ..., x). Supposons que

(H, 1)" A(x) (1_<i<__ n) aient les expansions de Laurent en x-- c,
x’ etant fixg, de la forme suivante"
( 3 ) n(x) n(x ). x +A(x’). x’- +...
ot A(x’) dgsignent fonctions rationnelles de x’ et que darts un voisinage
V d’un point x’ dans C- elles satisfassent aux suivantes" i) Les rig-

terminants de A(x (l_<i<=n) sont diffgrents de zgro. ii) A(x’)
(2<=i<__n) ne dgpendent pas de x’ doric sont dgales aux constantes A
rgspectivement. De plus A sont routes diagonalisables, iii) Les
valeurs propres de la matrice A(x’) sont routes diffgrentes les unes des
autres. Alors on a

Theoreme 1. A l’hypothse (H, 1) il existe une suite formelle de
Laurent S(x)- 1 + St(x’) / x, St(x’) gtant des matrices rationnelles de
x’, telles que les matrices A(x)=S(x+e)-.A(x).S(x) aient les suites
formelles suivantes

( 4 A(x) x (A(x’) + A(x’) / xx) et
A(x) x (n+ A(x’) /x+A(x ) /x+ )

pour i>=2. Ici A(x) se montre indgpendante de x’ qu’on dgsignera par
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A. De plus A(x’) s’dcrit de la forme A+, hx.A, ot A designe
une constante. A(x’) ddsignent fonctions rationnelles de x’. Enfin
A,A et A(x’) sont commutatives avec A et donc diagonalisables la
lois. Elles sont dgterminges la manire unique.

Corollaire. L’equation (1) a une solution formelle de la forme
suivante

T(x) S(x). F(x)’- F(x + (A)-1.A+ hx)(5)
exp(x log A),

o F(x) dgsigne la fonction gamma et que S(x) dgsigne la prgcgdente.
Celle-ci est uniquement determinge par un certain hombre k de ses
premiers termes.

Supposons A et A diagonales" A=Diag..[a,a,...,a] et A
Diag. [a, a,’ a] telles que l’on air a]>[a]>==... =>]a]0. Alors

d’aprs la mthode de G.D. Birkhoff le Corollaire precedent entraine
Theoreme 2. A l’hypothse (H, 1) il existe une et une seule solu-

tion (x) de (1) valeurs dans GL(m, C) qui est mgromorphe dans C,
ayant la formule asymptotique (5) dans un domaine 9, pour Rex

Soient B et N le sous-groupe triangulaire suprieure et celui uni-
potent maximal dans B rspectivement. Alors on a les dvelopments
en raction continue"
( 6 ) (x) mod. N- lira A(x).A(x--e)...A(x-te). T(x--te) rood. N

et
( 6 )’ (x) rood. B= lira A(x).A(x-e)...A(x-te) rood. B

t+

rspectivement. T(x) dsigne la pattie de premiers d termes de T(x).
On appllera (x) du Thorme 2 ’solution la direction de l’abscisse
x’. Soient (y, y, ..., y) des coordonnes de C telles que
( 7 x uy (1 i n)
off U=((u)) dsigne une matrice unimodulaire. Supposons aussi que
les coordonnes (y) satisfassent (H, 1). On note par *(x) la solution
correspondante la direction de l’abscisse y. Dans cette situation on a

Theoreme . Si deux abscisses x et y sont gdngriques de sorte
que l’on air i) h=hu, o h et h ddsignent les degrgs des
fonctions A(x) et A(y)=(U.(y+e)).(U.y)- rgspectivement, ii)
U-9 9 contienne un domaine fondamental du groupe de ddplacement
Z dans C et iii) ]y/y] y sont routes borndes pour ]y] ou ]x],
alors la matrice de connexion Pv,=*(x).(x)- est une fonction
rationnelle de exp (2x) (1glen). Les matrices P, satisfont

la condition de compatibilitg"
( 8 ) Pz,v.P,=P,
pour trois coordonnes x, yet z. Comme dans le cas d’une variable
on peut poser la question suivante"
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Probleme de connexion. Supposons qu’une suite de matrices Pv,x
assocides deux directions xl et yl soient donnges de sorte qu’elles
satisfassent ( (8). Est-ce-qu’il existe un cocycle {As(x)) de H(Zn, GL
(m, C(x)) dormant les matrices Pv. comme ’matrice de connexion’?

Dans le cas off m est gal un, M. Sato a d4termin4 compltement
la structure de Hx(Z, GL(1, C(x)) (voir [3]). Dans ce cas la solution
de (1) est toujours ralise moyennant la fonction gamma. Le problme
de connexion est trivial vu la formule de Gauss de la fonction gamma.

Dans la partie suivante on donnera des exemples plus gnrals.
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