576 [Vol. 4,

174. Endgiiltige Fundamentalsatze der Kugelkongruenzen-
theorie im konformen Raume, I1.

By Tsurusaburo TAKASU.
Mathematical Institute, Tohoku Imperial University, Sendai.

(Comm. by M. FUJIWARA, M.LA., Nov. 2, 1928.)

3. Zwei naturliche Individualisierungsweisen von der instantanen
Absoluten A und der instantanen Absolutpolare U.

(i) Ich habe schon? die zwei Kugeln A und U innerhalb des linearen
Kugelsystems I x +m ¢ dadurch individualisiert, dass die beiden Zentral-
kugeln 1 und 7 in Bezug auf A invers werden :
A=(a—py):2=(/'—7Y):2, p=k HH=k" EG1)sEDs,
U=ilpg+p3) : 2= +1) : 2, p=k™ HIH=k"V &7/ s -
Es ist sehr leicht zu zeigen, dass

(8) (U7)s=(Uy")s=<ik/V' HH,  (Ur)s=(Ur)s=¢i,
sodass 7/, 7' bez. 7", 7'’ in Bezug auf U invers werden.

(i) Individualisiert man nun innerhalb des Kugelbiischels lx+mg die
Kugel A, sodass die Tangentialkugeln ¥ und ¥ in Bezug auf A invers
werden, so hat man

(9) A=c(i+pp):2=c(t+y):2, =k Dlo=k"15/" P,
10) U=is(n—py) :2=iG—1):2, r=k HD=k"9p 5P.
¥ und x beriihren A.
E's ist leicht zu zeigen, dass L
(D) (Ap)s=<k'DD=(A1)s, (Ay)s=ck/V HS=(A7")s, (e==%1),
sodass ', ¥ bez. ¥, ¥ in Bezug auf A invers werden.
Wir kénnen nun beweisen? :

(7)

1) Vgl. Teil I. Dieses Proc. S. 157.
2) Siehe Abschnitt II, S. 362, Fussnote 1), S. 157.
3) Nach der Formel (536), , S. 366, a.a.O.
bhae= — -+ 515 (D + D)
haben wir
()  Fhitn[2-+E=(Dr+ Dr)/2k%.
Aus (9) und (a) ergibt sich
A=K+ gk /2) : V9D .
Wegen (/ilAl)5=l , erhilt man V95 =1 [ &5 GPUE s pg) [4— 1]?1, worans folgen (12) und (13).
Die Formeln (12) und (13) versagen fiir die Zentralkugelkongruenz.
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X 1
(12) A= (E+ ?rs rs/z) . [;rs“’m(&rs&pq)5/4_1]z ’

i

(13) U=—&r||EEEA | :2=—CPgm || EELE]
s AL Em(E 8 )/ A— 115

4. Darstellung von i undi mittels &, &, & allein.
Aus (9), (10), (12) und (13) ergibt sich

(14) =K(A—iU)=[E+ g, /2+iCmEm|| §€,5, || /4]
v : [gro g, el 4—1TE,

(15) ep=K(A+iU)=[E+ §7%6,./2— &g E£,6.£,] /4]
s (98 E 0sl4— 15,

5. Darstellung von bhk, f)m, Jne und -é_h,, mittels &, &, & allein.
Mit Riicksicht auf (14) und (15) haben wir

(16) eDu=[— Gae+ G ra)sl2+i S G| £ €65, 6l /4]
: [grogma(E, £,05/4—1],
(A7) D=~ Gaet FErbr)sl2—i PG| £ 6,6 £l /4]

: [ Yol d—11E.
Nach (12) und (13) haben wir iibrigens

18) Su=(AE)s=[— Fuit £ En)s/2] : [€r2G7(E v sl A—1TE,
(19) = (Uen)s=[—EP1£r| | & £ £ el 1 : AL E7E7(E s 0)s— 115

6. Endgiiltige Formulierung der Fundamentalsitze der Kugelkon-

gruenzentheorie im konformen Raume. Um aus den Fundamental-
sidtzen I-IV ihre endgiiltigen Formulierungen zu erzielen, konnen wir
jede Normierungsweisen (i), (ii) fiir £ und ¥ sowie jede Individualisie-
rungsweisen (i), (ii) fir A und U aufnehmen. Aber um die Vorteile
von Artt. 4 und 5 herrschen zu lassen wollen wir hier ausschliesslich
die Normierungsweise (i), (2); fir £ und t sowie die Individualisie-
rungsweise (ii) fiir A und U aufnehmen. So gelangen wir den endgiil-
tigen Formulierungen der Fundamentalsitze der Kugelkongruenzen-
theorie im konformen Raume :
Fundamentalsatz I'. Wenn zwei quadratische Formew Zni(u', ud)dudu*
und .lv)hk,(ul, uddurdu* fur zwei Kugelkongruenzen gebildet werden, so ist
es fur die Kongruenz (unter konformer Gruppe) der beiden Kugelkong-
ruenzen notwendig und hinreichend, dass die zwei Paare dieser Funda-
mentalformen der Bedingung
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émVY’m :‘F 0, érs(f‘m_ VYrséq) érsi’rs =0
Er(VraZot (Volodg—Zvg) &Yy Zo—Zive)
genugen? und dass diese zwei Paare mit einander kovariant sind. Der

Fall 4=GD?=0 von Krummungskugelkongruenzen ist ausgeschlossen?.
Dabei und im folgenden sollen die mit v bezeichneten Buchstaben
den obigen Vektoren g, I, A U entsprechen.
Fundamentalsatz II'. Wenn zwei quadratische Formen th,k(ul, u)durdu®
und bhk(ul, w?)durdu® fir zwei Kugelkongruenzen ((V} ==0, D == 0) gebildet
werden, so ist es fur die Kongruenz (unter konformer Gruppe) der beiden
Kugelkongruenzen notwendig und hinreichend, dass die zwet Paare dieser
Fundamentalformen der Bedingung®

B, =40, | B (Uree—Uss V) E~U,,
En(i]rsffq‘i' (lv]’rf,s e “’,qu) lérs(t/]"ffs_ .‘{,rs)
genigen und dass diese zwei Paare mit einander kovariant sind.

Fundamentalsatz III'. Wenn zwei quadratische Formen %n,(u, u?)du®du®
und D, ud)dutdu* fiir zwei Kugelkongruenzen gebildet werden, so ist
es fur die Kongruenz (unter konformer Gruppe) der beiden Kugelkongru-
enzen notwendig und hinreichend, dass die zwei Paare dieser Funda-
mentalformen der Bedingung®

Eé'r's-l\':—',"r.s: =}: 0, érs(krsq—-krs‘vgq) érskrs

é'rs {-é'r vq + (lvefrés e é'rsq) érs(-érés_érs)
genitgen und dass diese zwei Paare mit einander kovariant sind. Der Fall
von Krimmungskugelkongruenzen ¥G=D=D=0 ist ausgeschlossen®.

=0

1) Abschnitt II, a.a.0., S. 372, Formeln (555); , (555); .

2) Diesen Ausnahmefall habe ich in einer getrennten Arbeit behandelt: T.
Takasu, Zur konformen Flichentheorie mit Krimmungskugeln als Elementen. Proc.
Imper. Acad. of Japan, 4 (1928).

Wenn Dpgdubduk gegeben ist, so kann man thduhduk entweder nach der Formel
(549), (Abschmtt 11, a.a. O S. 385) oder nach (17) ohne weiteres gewinnen. So verglei-
cht man (thdwtduk thduhduk) (als ganzes) fiir zwei gegebene Kugelkongruenzen
um ihre ineinander Transformierbarkeit zu entscheiden.

8) Abschnitt II, a.a.0., S. 379, (573); und (574). Dem Ausnahmefalle G=0 ent-
spricht keine reelle Figur. Siehe die letzte Fussnote !

4) Abschnitt IT, a.a.0., S. 886, (5692); und (593).

b) Wegen dieses Ausnahmefalls siehe die Fussnote zum Fundamentalsatze I’.

‘Wenn thduhd'uk gegeben ist, so kann man thduhd'uk entweder nach der Fom-
mel (587); (Abschnitt II, a.a.0., S. 385) oder nach (17) ohne weiteres gewinnen. So
wird die Behandlung fiir £ und ¢ symmetrisch.
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Fundamentalsatz IV’'. Wenn zwei quadratische Formen G, u?)dudu
und Du(ud, w2)durdu® fur zwei Kugelkongruenzen (DP=4G=D?==0) ge-
bildet werden, so ist es fur die Kongruenz (unter konformer Gruppe) der
beiden Kugelkongruenzen notwendig und hinreichend, dass die zwei Paare
dieser Fundamentalformen der Bedingung®.

qué(pq :I= 09 érs(drm"dmﬁq) E"’%}rs =0
«é' e ( ﬁ(rqu + ({(rvs)q_ )(}'rsq) Er 8(6(1'7}3_ vrs)

genugen und dass diese zwet Paare mit einander kovariant sind?.

Fundamentalsatz V. Wenn drei quadratische Formen &u(u', u?)du*du®,
0;.k(u1 uA)dudu* und z‘}hk(ul u2)durdu® fiur zwer Kugelkongruenzen (=0,
z‘}:i=0 c‘f=|=0) gebildet werden, so ist es fur die Kongruenz (unter konformer
Gruppe) der beiden Kugelkongruenzen notwendig und hinreichend, dass
die zwei Paare dieser Fundamentalformen der Bedingung®

81— EHEH Gyt I D=1+ -+

b4

§ 9

EH GG = EHI Ty ,
éd(éhkl%hayc + &khkﬁhsl) = éhk éspéskéhp

geniugen und dass diese zwet Paare mit einander kovariant sind. Den
ausgeschlossenen Fall $=G1D?*=0 von Krimmungskugelkongruenzen
habe ich schon anderswo behandelt?

N.B. Diese Formulierungen (I'-V’) versagen fiir die Zentralkugel-
kongruenzen $=0, H=0. Aber, den Fundamentalsatz der Theorie von
Zentralkugelkongruenzen habe ich schon fertig gemacht?.

Als Folge dieser Abhandlung werden die ganzen Ergebnisse vom
Abschwitt IT® Lkonkreter und lebhafter.

1) Abschnitt IT, a.a.0., S. 392, (612), , (612),.

2) Dem Falle G=0 entspricht keine reelle Figur. Siehe die letzte Fussnote !
3) Abschnitt II, a.a.0., S. 394, (616), (628), (629).

4) A.a.O.

5) Abschnitt II, a.a.O., S. 565.

6) Fussnote 1), S. 157.



