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11. Zur Algebra der Logik, III.

By Sigekatu KURODA.
Mathematical Institute, Tokyo Imperial University.
(Rec. and Comm. by T. TAKAGI, M.L.A., Feb. 12, 1931.)

In Fortsetzung der fritheren Note® wollen wir hier einen anderen
Beweis des Satzes II., 9 mitteilen.
Definition : Ein System von k Elementen A,, A4,, --.... , A; heisse
disjunktiv, wenn
AiAj=E0, i:l:j, lgi, j—_g-_k
sind ; vollstindig disjunktiv, falls Gberdies auch
k
2 Aa= El
i=1
ist.
Dann ist offenbar ein beliebiges System von disjunktiven Elementen
A, A, ...... , A relatif zu G, vollstindig disjunktiv, wobei A=iA.,
ist. Ganz dual kann sich das System von konjunktiven bzw.
€ vollstindig konjunktiven ) (direkt konjunktiven) Elementen erkliren
lassen. Z.B. bildet jedes Element A mit dessen inversen A~ ein
vollstandig disjunktives und zugleich konjunktives System ; insbesondere
bildet E; mit E, und zwar nur mit E; ein vollstindig disjunktives
System. Mit A4,, 4,, -.-..- , A;, falls unter denen E; nicht vorkommt,
sind auch stets die k+1 Elemente A4,, 4,, -..... A;, E, vollstindig dis-
junktiv und umgekehrt.
Fortan sollen A4,, 4, ...... , A; resp. vom Multiplikationsgrade 2%,
2%, ..., , 2% vollstandig disjunktive Elemente von & mit der Ordnung
2" bedeuten.

Hilfssatz 1: ﬁ}a‘:n .
=1
Beweis : Ist k=2, so folgt A,=A7* aus A,+A,=FE, AA=EF,
also gilt:
atom=0+(n—a)=n.
Bis k—1 sei dies schon bewiesen; dann folgt, da nach Satz II., 5
Gpazy= [Ak]a,,

1) Proc. 6 (1930), 301,
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iSt, Ai < @p(,{l:l)
aus AA=E,, 1Z:Zk~-1.
Daher Sind A.'A]:l:' A;(A;lEl) = A{ .

k
Ferner ist SVA=E,,

=1

13
A;1§A¢=A1:1Ex s

k—
also ZIA4=A;I 'E,
=1
und da A A=E,, 197, 1L, 7Zk-1,
so sind A, A4, ...... , A;_, die vollstindig disjunktiven Elemente von
OGpeazy. Ferner sind nach Sitze I., 10 und II, 2 die Multiplikations-
grade von 4,, A4,, ...... » Az-y in Bezug auf G,.;1, resp. 2%, 2%, ...... ,
2%-1 und die Ordnung von ®,;1, 2"7%. Daher gilt der Annahme wegen
k-1
2 9G=nNn— 2y )
i=1
k
d.h. Ea{’: .
i=1

Damit ist der Hilfssatz 1 bewiesen.
Von nun ab nehmen wir an, dass

A,=FE, dh, 1<, <n, 1<Li<Lk.
Hilfssatz 2: Aus
é; mA=E,, r=0 oder 1, 0A=E,
i=
folgt m=1, 1<:Lk.
Beweis: Wire etwa /4,=0, so wirde
% 13
A,=AE=A, ‘21 1A= E 1:A.4,=E,

sein.
Hilfssatz 8: Die 2* Elemente

ﬁlﬂ;Au #=0 oder 1,
bilden ein Untersystem $ von & von der Ordnung 2%
Beweis : H+H, <9 ist klar.
A 13 A v
HH,=(A,,+ X 4,)) (24, + 2 A, (A== A")
=1 i=A+1 i=1 i=A+1
A © v A
- A, + 20 > AP;,AP,”=‘2=1AP¢<'© '
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EO) El < @ .
% 3
H = (,-Zq Api)_l-:,-,ZA.HAP‘ <9.

Daher ist  ein Untersystem von .
Ein Gleichheit von der Form

® v
— 7
EAP‘—EAP‘

kann aber nur dann bestehen, wenn die Summanden auf der beiden
Seiten bis auf die Reihenfolge miteinander iibereinstimmen. Denn kédme
etwa A, nicht auf der rechten Seite vor, so gelte

©® v
A;‘+§AP‘=A;1‘+‘_21AP",

% v
d.h. El:EAP‘-*-{glAP;,

=2
wo A, mnicht auf der rechten Seite vorkommen kann, was dem

Hilfssatze 2 widerspricht. Daher sind die Elemente
k

2mA;,  p=0 oder 1,

i=1
alle voneinander verschieden, also ist die Ordnung von 9 gleich 2%,

Hilfssatz 4: Es gibt in & ein und nur ein System von =
vollstindig disjunktiven Elementen B,, B, ...... , B, deren Multipli-
kationsgrade alle 2 sind.

Beweis: 1) Ein System von vollstindig disjunktiven Elementen,
deren Multiplikationsgrade alle 2 sind, enthdlt nach Hilfssatz 1 genau
n Elemente.

2) Es seien nun A4, A4, -..... , Az ein System von vollstindig dis-
junktiven Elementen, 2%, 2%, ...... , 2%, 1< a,<<m, deren Multipli-
kationsgrade. Wenn dann etwa a, > 1 ist, so gibt es von E}, verschiedene,
vollstindig disjunktive Elemente A4/, A4/, ...... » A/ von G, deren

Multiplikationsgrade 2*1, 2%, ...... , 2*¢ in bezug auf & alle <2* und
=2 sind; d.h.

1<, af, ... , ol <a.
I3 k k k
Nun ist EA;’+§A4=A1E1+§A5=‘EEA4=E1;
15
und aus AjA1=A,-§A{=é_‘_1. AA/=E,, 2<j<Fk,
fOlgt Ai,A §= Eo .

Mithin sind die Elemente



36 S. KURODA. [Vol. 7,

AL, Ay e , Al Agy e , A,
ein System von vollstindig disjunktiven Elementen von &. In solcher
Weise ist es moglich, den Multiplikationsgrad jedes Elementes bis
zum 2 zu reduzieren, ohne dahei die vollstindige Disjunktion zu
beschiddigen. Daher existiert ein System von der verlangten Art.
38) Wire B, B,, -..... , B, und B/, B/, ...... , B, zwei verschiedene
Systeme von der verlangten Art mit

Bl:l:Bi,, 1_—<:i_£_,n’
so wiirde B,B/=UFE,, da die Multiplikationsgrade von B, und B/ 2 sind.

Also BlzBlEl=Bl§Bi/=E0 ’

was unmoglich ist.
Satz: Ein Element A vom Multiplikationsgrad 27 lisst sich
eindeutig darstellen in der Form

A=‘i,u¢B4, r=0 oder 1,
=1

wobei 0B=E, gesetzt und genau r Koeffizienten gleich 1 sind.

Beweis: Die eindeutige Darstellbarkeit ist ohne weiteres ersicht-
lich nach Hilfssitze 8 und 4. Ist nun A=§1BP » dann bilden B,, B,,
...... , B, relativ zu &, ein System von Eer in Hilfssatz 4 erwédhnten
Art. Dam ®p4y von der Ordnung 27, so ist m=r, w.z.b.w.



