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88. Diskriminantenformel fir normale einfache
hyperkomplexe ysteme.

Von Kenjiro SHODA.
Mathematisches Institut, Kaiserliche Universit zu Osaka.

(Comm. by T. TAKAGI, M.I.A., June 12, 1934.)

Der vorangehenden ArbeitD anschliessend bestmmen wir n der
vorliegenden Note die explizite Diskriminantenformel fiir normale ein-
fache hyperkomplexe Systeme.

Zunichst betrachten wir einen normalen -adischen KSrper fiber
einem p-adschen ZahlkSrper K. Nach H. Hasse IRsst sich als das
verschrnkte Produkt =(p, , K(o) ) eines unverzwegten zyklischen
ErweiterungskSrpers K(m) darstellen, wo iv eine primitive Zahl zu p
und eine primitive Wurzel modulo bedeuten. Man erhilt eine in
K(m) irreduzible Darstellung von , wenn man den Elementen , r die
Matrizen

P=

uordnet, wobei o" das Nlement rozr bedeutet.
Wit betraehten nun das Matriensystem K(o) des Grades in

K(o). Da die dureh W und P ereugt 0rdnung u der dutch o und
rr ereugtn Maximalordnung yon isomorph ist, so werden wit die
Diskriminante der Basis WP", i, - 0, 1, 1, ausreehnen.
Wie wir schon in der vorangehenden Arbeit gesehen haben, geniigt es
dafiir die Norm unserer Ordnung in bezug auf die Matrizenbasis e
von K(w) zu berechnen. Denn die Diskriminante der Basis e ist
gleich 1.

Ersichtlich ist aber

WiP’:vOiel.s+l + q- w em-s,m +pea em-s+l,

nOn-l)

Hieraus folgt leicht, dass die Norm unserer Ordnung gleich p D
ist, wo

1) K. Shoda- Diskriminantensatz fiir normale einfache hyperkomplexe Systeme.
2) H. Hasse" Uber p-adische SchiefkSrper und ihre Bedeutung fiir die Ar-ithmetik

hyperkomplexer Zahlsysteme, Math. Ann. 1OZ (1931), 495-534.
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1 0)-1

D= 1 w w II (-)

ist. Da ar eine primitive Wurzel mulo ist, ist D dch
nicht ilb, al ist eine Einheit in K. Damit ist gezei, dam

die Disiminante von 9 gleich p-D ist.
Wir trachn nun ein Matzensystem

==e
des Grades r in 9. Sind el, e, e eine Bis der Maximalordnung
von 9, bilden die (mr) Elemente ee eine Basis einer Maximal-
ordnung von . Da aber

e%hee%e=(ee%)eh ffir kl=j,

=0 nst,

erkennt man leicht, ds die Diskriminan von gleich der -n
Ponz der Diskriminan yon ist. Alto ist die Diskriminan von
gleich p-1, won den Rang von zeichnet.

Es sei nunmehr ein normales einfach Stem fiber einem alge-
braischen ZlkSrr K endlichen Grad. Die Basis einer Mimal-
ordnung von ist zugleich eine der Maximalordnung von . Daher
ist die Diskriminante yon gleich dem p-Komnent der Diskriminante
von . Al gilt

I. Die Dkriininte ei normalen dnfachen hyperkomplexen
Systems yore Rang n t gich Hp-1, wo m den p-Iex bedeutet.

Dir Satz ist eine Verhrfung d Diskriminantentzes III und
des Satzes IV in der vorstehenden Arit, wenn man den allgemeinen
Normentz rficksichtigt. Nach diem Satz kann man auch die
p-Indizen (ffir endliche Pmstellen p) eines nomalen einfachen Sysms

stimmen, wenn man die Diskriminan ins Produkt von Primidealen
zeflegt. Umgekeh wird die Diskriminan durch die p-Indizen und
den Rang eindeutig bestimmt. Daher wird der Zerlengetz eines

3) R. Brauer, H. Hasse, E. Noether Beweis eines Hauptsatzes in der Theorieder
Algebren, Journel fiir Math. 167 (1932), 399-404. Vgl. auch A. A. Albert, H. Hasse:
A determination of all normal division algebras over an algebraic number field, Trana
Amer. Math. Soc. 34 (1932) und H. Hasse: Die Struktur der R. Brauerschen Alge-
brenklassengruppe fiber einem algebraischen ZahlkSrper, Math. Ann. 107 (1933),
731-760.
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Primideals des Zentrums K in dutch die Diskriminante wohlbestimmt.4)

Wenn man b=IIp(-D, also b---b setzt, so ist das Ideal b eine

Invariante der Algebrenklasse, die wir die (reduzierte) Diskriminante
der Algebrenklasse nennen. Da die Hassesche p-Invariante fiir die
Algebrenklasse eine reduzierte Briiche mit dem Nenner m ist, so kann
man behaupten

II. Es gibt nut endlich vide Algebrenklassen iber K, deren Dis-
kriminante ein vorgegebenes ganzes Ideal in K ist.

Die beim Beweis von I gebrauchten Methode geniigt auch den
folgenden Satz zu beweisen.

III. Die Diskriminante einer Algebrenklasse ikber einem algebrai-
schen Zahlkper K ist ein Teiler der m-ten Potenz der Relativ-
diskriminante jedes regulSren ZerfdllungskSrpers des Grades m fiber K.

Dabei heisst ein galoisscher Zerf/illungskSrper Z nach R. Brauer
regulir, wenn die Algebrenklasse das verschr/inkte Produkt (c, Z)
enth/ilt, dessen Faktorensystem aus Einheitswurzeln besteht.

Betrachtet man das verschrinkte Produkt (c, Z) als einen Darste|-

lungsmodul von (c, Z) in Z, so erbilt man eine in Z irreduzible
Darstellung. Man kann fiir diese Darstellung auch wie beim Beweis
von I vorgehen. Wenn man die Basis der Maximalordnung yon Z
mit , ., bezeichnet, so wird die Diskriminante der Basis
(ous von (c, Z) durch die 2m2-te Potenz von

w w2 ---w
D" II Cs, T D--- wf w2 ,os

S, 2"

erzeugt, wobei us ein Element aus (c, Z) bedeutet, das den Automor-
phismus S von Z bewirkt.

Ist Z ein regulirer ZerfillungskSrper, so kann man annehmen, dass
die cs, siimtlich Einheitswurzeln sind. Da die Basis wus dann in

einer Ordnung von (c, Z)enthalten ist, so ist ihre Diskriminante (D2)’
4) Vgl. die in der Fussnote 2) zitierten Arbeit von H. Hasse.
5) H. Hasse: Theory of cyclic algebras over an algebraic number field, Trans.

Amer. Math. Soc. 34 (1932), 171-214. Vgl. auch die kurze Darstellung der Theorie
in H. Hasse: Theorie der zyklischen Algebren fiber einem algebraischen ZahlkSrper,
GSttinger Nachr. (1931), 70-79 und die in der Fussnote 3 zitierten Arbeit von
H.H

6) R. Brauer: Ober die Konstruktion der SchiefkSrper, die von endlichem Rang
in bezug auf ein gegebenes Zentrum sind, Journal fir Math. 168 (1932), 44-64.
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durch die Diskriminante b yon (c, Z) teilbar. Daher ist das Hauptideal
(D2) durch die Diskriminante der Algebrenklasse teilbar. Bekanntlich
ist aber (D2) ein Teiler der Relatividiskriminante yon Z fiber K. Damit
ist der Satz bewiesen.

Die Diskriminante der Algebrenklasse des QuaternionenkSrpers fiber
dem rationalen ZahlkSrper ist gleich 4. Diese Algebrenklasse wird als
eine mit der Diskriminante 4 charakterisiert.

Die Beziehung zwischen der hier definierten Diskriminante und der
Differente kann man folgendermassen aufkliren. Die Norm der Dif-

erente =- im Kleinen ist gleich p , wie man leict aus-
rechnen kann. Die Diskriminante yon ist also m-te Potenz der

n-te Potenz der Dis-Norm der Differente und diese Norm ist m
kriminante der Algebrenklasse yon r.

7) Vgl. die in der Fussnote 2) zitierten Arbeit yon H. Hasse und auch H. Brandt:
Zur Idealtheorie Dedekindscher Algebren, Comm. Math. Helvetici 2 (1930), 13-17.


