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Diskriminantensatz fir normale einfache
hyperkomplexe $ysteme.

Von Kenjiro SHODA.
Mathematisches Institut, Kaiserliche Universitt zu Osaka

(Comm. by T. TAK.G, M.LA., June, 12, 1934.)

In einer Arbeit haben wir ein Kriterium fiir normale einfache
hyperkomplexe Systeme angegeben. Es sei nimlich

K+e2K+ +eK
eej=eka a... aus K,

ein hyperkomplexes System fiber einem vollkommenen KSrper K. Dann
gilt"

I. ist dann und nur dann normal-einfach, wenn die Determinante

akad-- d., d.
k

yon Null verschieden ist.
Wie wir dort schon bemerkten, kann man diese Determinante

folgendermassen konstruieren. Es ist in der Tat
(ees)ej= d.8e

also ist

wo D die transponierte Matrix einer Matrix bedeutet, die bei der
reguliren Darstellung von dem Element ee entspricht. Dabei sollen
e, e, e als Basis des Darstellungsmoduls angenommen werden.

Sind c, c., c linear unabhingig und
c=er, r aus K,

so ist ersichtlich

also ist die transponierte Matrix der cc entsprechenden Matrix gleich

D*=,Drr
Betrachtet man c, c., c als neue Basis des Darstellungsmoduls, so
entspricht dem Element cc die zu D* ihnliche Matrix F=R-D*

wenn man die Matrix (r) mit R bezeichnet.
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Ist nun
cc---c,b., b. aus K,

k

so erhilt man, wie man leicht ausrechnen kann,

Es i nunmehr ein normales einfach Sysm und K ein
algebraischer ZahlkSrr endlichen Gdes. durch d erzeue
Hauptideal (d} hest die Diskriminan der Basis e, e, e,. Ist

eine Ordnung in mit der Bis e, e, e,, heisst (d} die
Diskriminante der Ordnung, da sie vom Wahl der Basis unabhngig, al
durch eindeutig stimmt ist. Dann gebrauchen wir die Bezeichnung
b. Dasl gilt auch ffir ganze oder gebrhene Rechtsideale.

Es i ein Maximalordnung und ein Rhideal mit der Bis
in Dan durch die Dete inante RI er eugte

Hauptideal nach der fiblichen Definition die Norm des Rechidls
in zug auf die Maximalordnung , also gilt nach on

d N()"d
Wie E. Artin gezei hat, folgt hieraus

II. Die Diskriminanten aller Maximalordnungen sind itein-
ander gleich, ao die Diskriminante durch allein eindtig
bestimm$.

Die Diskriminante fr die Maximalordnung heisst daher die
Diskriminante yon o Wenn man den -Komponent der Diskriminan
ausrechnet, wie wir in der nachfolgenden Note ausffihren, erhlt
man den Diskriminantentz

III. Ein Pideal p in K ist dann u nur dann durch das
Quadrat eis Pmidea in tegbar, wenn p in d Diskminte
v aufgeht.

Hier geben wir einen Beweis an, der sich auf I stfitzt. Es sei
=, o bz. ein rimideal in der Maximalordnung bz. oe
von K bzw. st. Der Restklasnring o/p ist ein hyrkomplexes
System fiber dem RestklsenkSrper o/p, der als endlicher KSrr sZcher
vollkommen ist.

Ist e > 1, ist der Rtklnring oe/ ersichtlich nicht normal-

einfach, al t die Diskriminante des Sstems oe/ nach I stets gleich
Null, d.h. b ist durch p ilbar.
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Ist umgekehrt b durch p teilbar, so ist die Diskriminante von
o/p gleich Null, also ist o/p nicht normal-einfach.

Man bilde nun die -adische Erweiterung p fiber dem p-adischen
KSrper Kp. Dann ist die Verzweigungsordnung e nach H. Hasse
gleich dem p-Index, d.h. gleich dem Index yon p. Daher ist e ::> 1
gleichbedeutend damit, dass nicht zerfillt, oder dass =Kr ist,
falls zum KSrper ihnlich ist.

Die Maximalordnungen yon K, , bezeichnen wir mit 0-K, ,
e. Dann kann man das Primideal in o- auch mit bezeichnen.

Der Restklassenring / ist zu / hnlich. Da / bekanntlich

ein kommutativer KSrper ist, so ist / dann und nur dann normal,

wenn / zu /p isomorph, also r=K ist. Wire e= 1, also p=
bei unserem Fall, so miisste yon K verschieden sein, da o/ also

/ nicht normal ist. Daraus miisste aber e> 1 folgen. Damit ist
III bewiesen.

Wenn man unter der erginzten Diskriminante das Produkt von b
mit den unendlichen Primstellen p versteht derart, dass Matrizen-
system im QuaternionenkSrper wird, so gilt"

IV. zerf(dlt dann und nur dann schlechthin, wenn die ergnzte
Diskriminante b* gleich 1 ist.

Wenn zerfillt, so ist p--- fiir jede endliche Primstelle p, also
ist nach III und der Definition von b* sicher b*=b--1. Ist umgekehrt
b*=b=l, so ist nach III p= fiir jede endliche Primstelle p, also
zerfillt iiberall, da fiir unendliche Primstelle nach der Voraus-
setzung zerfllt. Hieraus folgt nach dem allgemeinen Normensatz,
dass schlechthin zerfllt.

Zum Schluss sei noch bemerkt, dass man den allgemeinen Normen-
satz umgekehrt aus IV leicht ableiten kann.
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