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57. Invariantentheorie des Integrals SF (x5, 5,5, ¥y"dx.

Von Hitoshi HoMBU.
Mathematisches Seminar, Hokkaido Kaiserliche Universitit, Sapporo.
(Comm. by S. KAKEYA, M.LA., June 12, 1936.)

Kiirzlich hat Herr Prof. E. Cartan die Theorie des Integrals
SF(x, 4, Y,y")dx gegenitber der Gruppe aller Berithrungstransforma-
tionen der Ebene entwickelt. Seine eigene Methode in diesem Problem
liegt darin, vier invarianten Pfaffschen Ausdriicke zu herleiten. Im
Folgenden mochte ich mich mit dem Fall des Integrals SF(w, TR
¥ )dx beschiftigen.

Von den finf invarianten Pfaffschen Ausdriicken assoziert zu dem
Integral, die wir auffinden mochten, setzen wir vier in der Gestalt

voraus :
o =Fdx+ady” +poy +71oy,

w1 =40y,
w3=vdy’ (mod. dy, 6y"),

oy =dy’—y"dx, oy=dy'—y'de, OSy=dy—ydx
gesetzt sind. Von den finften Pfaffschen Ausdruck o, fordern wir,
dass die Relation

(1a)

wobei

(1] o' =[wswy] (mod. wy, wy)
besteht, dadurch erhalten wir
(2) a=F )

ib) =1 [—dF,,m+(F,,~— Bz | (mod. wi, ws, ws) .
Y
Aus den neuen Forderungen [II], [III], [IV]

LI1] wi=[wws]+afwsws] (mod. wy),
[111] wy=[wwg] (mod. w;, wy),
[IV] w;’;Ee[wwﬂ (mOd' w1,wWs3, w3) ’

wo a eine passend gewéhlte Invariante ist und e=+1 oder —1, er-
geben sich
l=[1F, [1=!JF, V= "'EFFy///y”/, a=ay,

somit, unter der Bedingung F,., =0,

@) A=F—eFF ),  p=F(—eFFy )},
v=(—eFFyyn)t, a=Fy(—eFF )},
Man darf e=+1 so bestimmen, dass v reel sei.

1) E. Cartan, La géométrie de lintégrale SF(:':, Y,Y’, y”/)dx, Journal de Mathéma-
tiques pures et appliquées, (9) 15 (1936), S. 42-69.



No. 6.] Invariantentheorie des Integrals SF(x, 4,997,y ) dx. 157

Die Pfaffschen Ausdriicke w—w, sind bis auf die Transformationen
von der folgenden Gestalt bestimmt :

o =wtUuw+vo,, 01=w,
(4) W= wyt+ Wy , w3= w3+ 7rw;+Swy,
¢_04=w4+pw1+(1w2+’mw3—'vw ,

wobei die Koeffizienten von « —ws; beliebige Invarianten sein diirfen.
Unter der Zugrundlegung eines Systems von solchen w—w, haben wir
wegen [II]

wi=[w—aws, w]+[w1, b+ byws+ bsws]+k[anw,] ,

(k= (—eFFyyn)t {F,,,,,,,,,,y,,, +5Fr })

2F 1109777 F 2219y??7 F
Y’y uy

Da die rechte Seite der letzten Gleichung sich folgendermassen um-
schreiben lasst :

[(w+bwy) — Gews, wy— bwy]+(b3+ab) [wiws]+ klwwy]
so kennen wir, dass mittels einer Transformation (4) die Gleichung in
die Form
[I1] oi=[ww]+alwws]+ klwiws] +E [wws] (K unbestimmt)
gebracht wird. Durch die Forderung [II'] sind o—w, bis auf die
Transformationen (4) bestimmt, fir welche

®) w=—kv, E’—k’=—au_7_—km,
(u—ar)—ww—as)+kq+k's=0
bestehen. Aus [III] erhalten wir
oy =[wws]+[ws, co+csws] +[wew,] (mod. wy),
welche durch eine neue Transformation in die Form

[I1r] wr=[wws]+ Y wgw] -+ wzws] (mod. wy)
3
l= (;-,SLFLFy,i’”,I,g),_A _Eyr//”///”/// + 3 Fy”’ ; l, best. t
( ZFII”’YI"’ { Fy///,”u/ F } un i )

tibergefithrt wird. Fir die Transformationen, die die Gestalt von
[III'] erhalten, haben wir

(6) s=—(k+lw, UV—l=aw—v—Ilm.

Durch eine der noch zuldssigen Transformationen verwandelt die
Forderung [IV] sich in

av1 ws=elwwd+ [wgw,] (mod. oy, wy),
und fiir die zugehorigen Transformationen besteht
)] em= —(k+2)v.

Da nach (5), (6), (7)
aw—v—Im=—v{ak+1—ek+20)}, —aw—km=vk{a+e(k+20)},

so konnen wir v so bestimmen, dass I oder ¥ verschwinde, je nach-
dem ak+1—e(k+2l)==0 oder ak+1—e(k+20)=0, k{a+e(k+20)}==0.
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Wenn wir die Fille, wo ak+1—el(k+2l), k{a+e(k+20)} beide ver-
schwinden, d.h. entweder F? oder F® y” linear enthilt, ausschliessen,
so sind w—ws wegen [I), [II’], [III’], [IV’] (¥ oder I’=0) bis auf die
Transformation bestimmt :
(4/) B=w+uwl, 01=wy, 52=w2, t—l-)s=(l)3+'ru)1,
764=w4+pwl+qw2 (u—ar+kq=0) N

da v=0 und also nach (5), (6), () w=s=m=0. Um w—w, vollig zu
bestimmen, diirfen wir die Forderungen

007 wh=[oo]-+osd +Uossl+ 3 Lol
2 4
[1v~] w3= oo+ wso] + 12_1 j§1 Mylww;]

aufstellen. Nun erreichen wir an den

Satz. Sei ein Integral jF(w, %Y,y ,y")dx gegeben. Wenn weder

F, F? noch F® beziiglich vy linear sind, so konnen wir durch die Re-
lationen [I1, [II], [IIT"], [IV"'] fiinf Pfaffschen Ausdriicke, die gegen-
iiber aller Beriuhrungstransformationen der Ebene invariant sind, be-
stimmen ; dabei tritt nur die Unbestimmtheit des Faktors +1 diberall
auf ), w, wg ein. Wenn die dusseren Ableitungen von w—w, sich
durch dieselben ausdriicken lassen, so sind die Koeffizienten die funda-
mentalen Invarianten, und bilden zusammen wmit deren sukzessiven
kovarianten Ableitungen das vollstindiges System der Imvarianten.

H sei eine von z,y,y,y”,y” abhingige Invariante. Wir driicken
das totale Differential dH durch o —w, aus:

dH= How + lel +H2w2 + H3w3+ H4(U4 s

die Koeffizienten H,, H;, H,, H;, H, werden kovariante Ableitungen von
H genannt.
Zum Schluss berichte ich, dass ich die Theorie auf die allgemeine

Massbestimmung gF(w, Yy s ceenee ,Y™)dx der Ebene erweitern konnte.

Dieses Problem wurde an dem Herrn Prof. A. Kawaguchis Seminar
diskutiert.



