318 [Vol. 12,

108. Verschiebungs- und Abgrenzungssatz in der Theorie
der Klassenkorper iiber einem algebraischen
Funktionenkorper einer Unbestimmten
mit endlichem Konstantenkorper.”

Von Mikao MORIYA.
Mathematisches Institut, Hokkaido Kaiserliche Universitit zu Sapporo.
(Comm. by T. TAKAGI, M.LA., Dec. 12, 1936.)

Uber einem algebraischen Funktionenkoérper K einer Unbestimmten
mit endlichem Konstantenkérper betrachte ich eine endliche separable
abelsche Erweiterung L. Dann existiert in K ein ganzer Divisor m und
eine mod m erkldrbare Divisorengruppe H derart, dass L der H zuge-
ordnete Klassenkérper iilber K wird.? Bildet man nun fir eine be-
licbige endliche separable Erweiterung K iiber K das Kompositum
L=LK von K und L, so gilt folgender

Satz 1. Verschiebungssatz. Der abelsche Korper L ist ein Klas-
senkorper zu derjemigen Divisorengruppe H™, welche aus allen zu
m primen Divisoren aus K besteht, deren Normen (nach K) in H
fallen.

Beweis. Man kann zuerst leicht zeigen, dass H™ mod m erklirt
ist. Bezeichnet man jetzt mit A® die Gesamtheit aller zu m primen
Divisoren in K, und setzt [A™ : H™]=h, [L:K]=n, so braucht man
nur zu geigen :

h=n,

weil die mod m L zugeordnete Divisorengruppe in H™ enthalten ist.?

Nun bezeichne ich mit p; und p, die Primdivisoren aus H®, deren
Relativgrade nach K resp. gleich 1 und grosser sind als 1. Dann zer-
fallen alle p; in L voll. Da nimlich die p;=Nzx(p;) Primdivisoren aus
H sind und L der H zugeordnete Klassenkorper ist, so zerfallen die
P nach dem Zerlegungsgesetz in L voll. Aus einem Herbrandschen
Lemma? schliesst man dann sofort, dass die b; in L vollzerfallen. Fiir
die P, existieren aber in K die Primdivisoren p, derart, dass Nzx(P)=p]
mit f>1 sind.

1) In der mir zuginglichen Literatur sind die beiden Siitze nirgendwo bewiesen.
Da ich diese Sitze fiir meine weitere Untersuchung benutze, so habe ich mich entschlos-
sen, die Beweise hier anzugeben.

2) F.K. Schmidt, Die Theorie der Klassenkérper iiber einem Korper algebraischer
Funktionen in einer Unbestimmten und mit endlichem Konstantenbereich, Sitzungs-
berichte der phys.- med. Sozietit zu Erlangen, Bd. 62 (1930), S. 267-284. Diese Arbeit
bezeichne ich mit Schd. Hasse, Theorie der relativ-zyklischen Funktionenkorper, ins-
besondere bei endlichem Konstantenkorper, Journ. f.d.r.u.a. Math.,, Bd. 172 (1934),
S. 46.

3) Schd., S. 276.

4) Herbrand, Sur la théorie des groupes de décomposition, d’inertie et de ramifica-
tion, Journ. de Liouville, Tome 10 (1932), S. 490. Dieses fiir die Primideale bewiesene
Lemma gilt auch fir die Primdivisoren.
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Fiir eine reelle Verinderliche s > 1 gilt also

S gy SE KIS e = N

wo a alle zu m primen ganzen Divisoren aus K durchléuft Aus dem
Riemann-Rochschen Satz schliesst man dabei, dass lim
s>1 N ( )2”
und endlich ist.” _
Sind nun die § Primdivisoren aus H™, so besteht

= 1 _ 1 1.
2 N (p)s ”Zz N (pl) 2 N(pz)8 h IOg 8'—1 +-ﬁ)(s) ’

wobei lmiﬁ,(s) endlich ist.? Hieraus folgt
8>

<[K:K]>¥

vorhanden

1 _1 )
%‘. NGy -~k log - +f (s)

mit f(s)=fuls) — E N( W

Fiir die zu m primen Primdivisoren P« aus K, welche in I vollzer-
fallen, gilt aber wie in der Zahlentheorie

1 1,1
L NGy n E o1 19

wobei g(s) fiir s—>1 endlich ist.¥ Da aber nach dem oben Bemerkten

1 o« 1
> NGy <3 NG ist, so gilt offenbar

< 1 (L1} 1
'=F Ney % N(ﬁl)" =(=3)oe 24O,

wo ]in} F(s) endlich ist. Man schliesst also geldufiger Weise

Offenbar ist liirll f(s) vorhanden und endlich.

h=n, w. z. b. w.

Aus Satz 1 folgt sofort

Satz 2. Abgrenzungssatz. Es sei K eine endliche separable Er-
weiterung uber K. Dann ist die K z2ugeordmete Divisorengruppe
identisch mit der dem maximalen abelschen Teilkorper von K|/K zuge-
ordneten Divisorengruppe in K.

Zum Schluss will ich einen Satz beweisen, welcher eine gewisse
Erginzung des Anordnungssatzes ist. Der Satz lautet folgendermassen :

Satz 3. Es seien K, K, beide Klassenkiorper iber K, und H, H,
resp. die K, K, zugeordneten Divisorengruppen in K. Dann gilt :

1.) Das Kompositum K,K, von R, und K, ist der H, N\ H, zuge-
ordnete Klassenkiorper iiber K.

1) Schd, S. 273-274.
2), 3) Schd., S. 276.
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2) Der Durchschnitt K, N\ K, von K, mit K, ist der H,H, zuge-
ordnete Klassenkiorper iiber K.

Beweis von 1.) Da K=K;K; iiber K separabel abelsch ist, so gibt
es in K eine Divisorengruppe H von der Art, dass K der H zuge-
ordnete Klassenkorper wird. Fiir einen gemeinsamen Erkldrungsmodul
m von H, H;, H, gibt es in K die mod m erkldrten Divisorengruppen
H™=p, H™=H, H™=H, Es geniigt also nur zu zeigen :

Hgm) /’\ Hgm)=H(m) .
Da K, K, beide in K enthalten sind, so gilt zundchst
H§ \ Hyw > Hw D

Ist nun p ein beliebiger Primdivisor aus H{™ N H§™, so zerfillt p
in K, voll. Ferner gehért ein beliebiger Primdivisorteiler p von p in
K, nach Satz 1 der mod m K zugeordneten Divisorengruppe H™ aus
K, an, weil Ngx(p)=pe H ist. Also zerfillt b nach dem Zerlegungs-
gesetz in K voll. Da schliesslich p in K vollzerfallen muss, so ist p in
H™ enthalten. Damit ist gezeigt, dass alle Primdivisoren aus H{™ N\ H{™
zu H™ gehoren, und umgekehrt. Es gilt daher

,,e%(m) NGy [A™:HW) log s—1 +£1(8)

_ 1
TAM. H{™ \ Hy»

log 1 +fos) .
s—1

Dabei bezeichnet A™ die Gesamtheit aller zu m primen Divisoren aus
K und fi(s), fx(s) sind endlich fiir s—1. Hieraus folgt ohne weiteres
[ A . H(m)]=[ A : H{m) [\ Hgm)], ist also

H{™ N\ H§®=H™, w. z. b.w.
Beweis von 2.). Nach 1.) gilt offenbar
[K : K]=[A™ : H{™ N H§"].
Daraus schliesst man leicht

. k1= [E1: K][K: K]
K : K] [KiNK;:K]

[ A(m) :H{m)] [ A(m) : Hém)] )
[ A(m) . Him)Hém)]

Aus [A™ : H™]=[K,: K] und [A™ : H]=[K,: K] folgt also
[A™: HH]=[K, N\ K,: K].

und [A% : HY™ [\ Hy®]=

1) Schd., S. 276.
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Fiir die mod m dem Korper K; N\ K, zugeordnete Divisorengruppe H§™
gelten offenbar

H™ 2 HH$® und [A™:HM™]=[R;NK;:K].
Es folgt also
H®=HM™HM w.z.b. w.



