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16. Zur Idealtheorie der einartigen Ringbereiche
mit dem Teilerkettensatz.

Von Yasuo AKIZUKI.
Dai San Koto Gakko zu Kyoto.
(Comm. by T. TAKAGI, M.I.A., March 12, 1937.)

Der Zweck dieser Arbeit” liegt in der Verallgemeinerung der fol-
genden beiden fundamentalen Sétze {iber einartige Ringbereiche mit dem
Teilerkettensatz :

1. Dann und nur dann sind die zu demselben Primideal p gehirige
Primdrideale simitlich Potenzen von p, wenn kein echtes Zwischenideal
zwischen p und p? existiert. (Diesen Satz verdankt man M. Sono.?)

2. Dann und nur dann sind alle zu p gehorigen Primdirideale fiir
jedes p Potenzen wvon p, wenn der Grundintegrititsbereich in seinem
Quotientenkorper ganz-abgeschlossen ist. (Dieser Satz stammt von E.
Noether.?)

Es sei R ein einartiger Ringbereich mit dem Teilerkettensatz, R,
sein Quotientenring nach einem Primideal p. Bekanntlich kann man
die bei der Komposition der Ry-Ideale gewonnenen Ergebnisse sofort auf
die zu p gehorigen R-Primdrideale ibertragen. Daher legt man vorerst
den Primirring (mit oder ohne Nullteiler) mit dem Teilerkettensatz
zugrunde. In einem solchen Bereich ist der Rang X(a)® vom Rest-
klassenmodul a/ap iiber K ~ R/p gleich der Anzahl der notwendigen
Basiselemente vom Ideal a.” Somit ist die Bedingung, dass keine Zwischen-
ideale zwischen p und p? liegen, aquivalent mit der Bedingung, dass
Z(p)=1 ist. Man ersetzt also die Sonosche Bedingung durch die Be-
dingung
I Es sei fiir eine vorgegebene natirliche Zahl n  X(p™)=mn.

Im allgemeinen gilt folgendes fiir den Primdrring mit dem Teiler-
kettensatz :

Satz 1. Es sei X(p) <1, und der Restklassenkirper R[p besitze
mindestens X(p") Elemente. Dann gilt die Gleichung p'=(x) 'Y, wenn,
was fiir den Integrititsbereich stets der Fall ist, ein Element a mit
d 0@ i p existiert.?

Satz 2. Esset p'=(x) ! und x(p") < 1. Falls R keinen Nullteiler
besitet, st fir jedes v =1—1 X(p*)=Xx(p").

Aus diesen Sitzen ergibt sich

1) Diese Arbeit wird ausfithrlich anderen Ortes publiziert werden.

2) M. Sono, On Congruences, II, III, IV, Mem. Coll. Sci. Kyoto, 2, 3, 3 (1918-1919).

3) E. Noether, Abstrakter Aufbau der Idealtheorie, Math. Ann., 96 (1927).

4) x(a) ist nichts anders als die sogennante ,, Hilbertsche Zahl.«

5) Vgl. W. Grobner, Uber irreduzible Ideale in kommutativen Ringen, Math.
Ann., 110 (1934).

6) Satz 1 ist nicht immer richtig, wenn R/p hochstens y(p!)—1 Elemente besitzt.
Vgl. ein Beispiel am Schluss dieser Arbeit.
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Hauptsatz I. Es sei R ein den Teilerkettensatz erfiillender Primdr-
integrititsbereich mit der Bedingung 1. Dann ist 1° p=(z) p7!, 2°
fir jedes v=>mn—1 A(p)=n und p**':p=p*’, 8° fir jedes R-Ideal
a x()<mn, wenn der Restklassenkorper R/p mindestens n Elemente
besitzt.

Anderseits folgt aus rein kombinatorischer Uberlegung, die ein
Analogon der von F.S. Macaulay und E. Sperner? ist,

Satz 3. Ist 1(p") <!, dann ist stets x(p*) = 1(p**Y).

Dieser Satz ist unabhingig sowohl von der Existenz der Nullteiler
als auch von der Anzahl der Elemente des Restklassenkérpers R/p.

Weiter kann man halb kombinatorisch und halb bewertungstheo-
retisch den folgenden Satz beweisen :

Satz 4. Es sei R ein Primdirring mit dem Teilerkettensatz, Dann
st die zahlentheoretische Funkiion X(a) iwber den ganzen R-Idealbereich
beschrinkt.?

Nach den Sitzen 8 und 4 lassen sich die folgenden charakteristischen
Zahlen fiir R bestimmen : My=Max {X(a)}, nm=lir£ 2(p*) und ey ist die

Zahl mit x(p°®7Y) X ny und fir jedes v =eq X(P*)=nq.

Dann kann man nach den Sdtzen 1 und 2 den folgenden Satz
beweisen.

Hauptsatz II. Es set R ein Primdrintegrititsbereich mit dem
Teilerkettensatz. Dann wird von irgendeinem Wert von » ab die
Funktion 1(p*) konstant ng. Falls die Anzahl der Elemente des Rest-
klassenkiérpers R[p micht Kleiner als my ist, ist 1° ps=(x) p"»7?, 2°
fiir jedes v>ny A(P)=ng und 3° fir jedes R-Ideal a x(a) < ng:
Es ist dann Mg=ng ex < ng—1.

Man kann die obigen Sitze im Kleinen leicht auf die Sdtze im
Grossen iibertragen.

Man denkt sich jetzt {iber die Erweiterung des Grundbereiches R
zum ganz-abgeschlossenen Bereich O in seinen Quotientenkérper. £ be-
sitzt, wie ich schon gezeigt habe,® nicht immer eine endliche R-Modul-
basis, auch wenn R die Bedingung I erfiillt. Bei der Verallgemeinerung
des Noetherschen Satzes muss man daher weiter die Bedingung hinzu-
fiigen :

II. Der Fiihrer =R :9 st verschieden vom Nullideal.

Satz 5. FEs set R ein den Teilerkettensatz erfiillender Primdrinte-
gritdtsbereich mit den Bedingungen I und II. Wenn R/p mindestens
n Elemente besitzt und ausserdem vollkommen ist, dann ist die Er-
weiterung von R zu O durch die Adjunktion von einem Element 0
n*® Grades (bzl. R) méglich.?

1) F.S. Macaulay, Some properties of enumeration in theory of modular systems,
Proc. London Math. Soc., (2) 26 (1926), und E. Sperner, Uber einen kombinatorischen
Satz von Macaulay, Abh. Semin. Hamburg. Univ., 7 (1930).

2) Mir scheint, mindestens soweit ich mich erinnern kann, dieser leicht ersicht-
bare Satz bis heute noch nicht ausdriicklich ausgesprochen worden zu sein.

3) Y. Akizuki, Einige Bemerkungen iiber primére Integritatzbereiche, Proc. Phys.-
Math. Soc. Jap., III. 17 (1936). In dem dort gegebenen Beispiel ist p*=(z)¥, doch be-
sitzt © keine endliche R-Modulbasis.

4) Dieser Satz ist auch nicht immer richtig, wenn R/p hochstens 2—1 Elemente
besitzt, Vgl. ein Beispiel am Schluss dieser Arbeit.
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Dieser Satz ldsst sich aus Hauptsatz 1 auf dieselbe Weise ableiten,
wie Helms® seinen Satz bewiesen hat. Bei diesem Satz 5 ist nur der
dem Grad von 0 beziigliche Teil neu. Satz 5 gilt auch im Grossen:

Es sei R ein einartiger Bereich mit dem Teilerkettensatz, und der
Fithrer §3¢(0). my, bezeichne die oben mil ny bezeichnete Zahl fiir den

Fall: R=R,, und es set m=Max (n,) iiber alle R-Primideale. Besitzt
jedes R[p; mindestens Ny, Elemente, so lasst sich R zu O durch die

Adjunktion von einem Element n*™ Grades erweitern.?

Es sei wieder R ein Primdrintegrititsbereich mit dem Teilerketten-
satz. Vielleicht ist unter der Bedingung I stets X(a) <7 und fir jedes
v=n—1 X2(p*)=n, auch wenn R/p hochstens n—1 Elemente besitzt.
Es ist mir aber bis jetzt nur gelungen, das folgende zu beweisen: Wenn
R/p gerade n—1 Elemente besitzt, so ist fiir jedes » =n X(p*)=n.

Sind x%(p), 2(¥*) < 3 und 1(p*)=3, so ist far jedes Ideal a x(a) <38,
und fiir jedes » =2 X(p*)=38. In solchem Fall ist es von Interesse,
dass der Fall, wo die Gleichung y>=(rn) p* nicht giltig wird, einen sehr
speziellen Fall darstellt: FEs ist ndmlich danmn p=(n, a), und die Er-
weiterung von R zu O st nur durch die Adjunktion von zwei qua-
dratischen Elementen (keineswegs von einem kubischen Element!) mig-
lich, und der Fiihrer ist dazu p*>! Also lidsst sich solcher Fall keines-
wegs im kubischen, sondern erst im biquadratischen Zahlkorper reali-

sieren: Es sei k=R(~/ 7—'*%§7~), wo R den rationalen Zahlkorper be-

deutet. Dort ist (2)=22%:,%. Ist » eine ganze Zahl vierten Grades mit
w=0 (&), £0 (; =0 (L), £0 (Y); =0 (), %0 (¥, so nehme
man einen Zahlring 3=1I(w), wobei I den rationalen Integritdtsbereich
bezeichnet. Ist ferner p=(2, w) §, so wird der Quotientenring Jy von &
nach p ein solcher Bereich sein.

1) A. Helms, Ein Beitrag zur algebraisehen Geometrie, Math. Ann., 111 (1935).
2) Es ist ersichtlich, dass ny, dann und nur dann =2 ist, wenn {=0 (v;) ist.



