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67. ,ur un thorme de J. Beurling.

Par Seiiti IRE.
L’Institut Mathmatique, l’Universit6 Imp6riale de Hokkaido, Sapporo.

(Comm. by T. YOSIE, M.I.A., July 12, 1937.)

1. M. Beurling a tabli darts sa Thee) le thorme suivant:
Supposons qu’une foncion U(z) soit harmonique e uniforme dans un
domaine D et qu’elle soit bornde suprieurement au voisinage d’un point
fron$ibre zo de D; soit zo r$gulier pour le problme de Diriehlet.
U(z) satisfait l’indgalitd lira lira U(z) m, z’ dtant un point frontire

-0

Le but de cette Note est d’en donner une dmonstration l-
mentaire en remplaant l’hypothe que le point z0 soit rgulier pour le
problme de Dirichlet par les suivantes: Supposons qu’il existe un
continu frontire de D qui contienne le point Zo et que Zo soit accessi.
ble par l’intdrieur, c’est--dire qu’il existe un arc simple de Jordan l
dont une extrmit est z0 et dont tous les autres points appartiennent
D.

2. Dsignons par z=z(t) l’quation de l’arc l, z(0 tant une fonc-
tion d’un paramtre rel t dfinie et continue dans un intervalle fermd
[0, 1].

Considrons d’abord la fonction =4/-z0, z(:k= z0) tant un point
Z--Z1

de 1. Chacune des deux branches de cette fonction =(z) ou =2(z)
est uniforme dans D et transforme biunivoquement D en un domaine soit
D ou D2. Ces deux domaines D et D,. sont extrieurs l’un l’autre
et leur frontires contiennent le point =0 comme le transform de Zo.
Le domaine simplement connexe dont la frontire est l’arc simple de

Jordan /2" =(t)=2(z(t)) contient le domaine D. Soit w=() une

fonction holomorphe qui transforme biunivoquement au cercle ]wl<: 1
tel que =0 corresponde au point w=l. La fonction holomorphe

w=h((z)) transformera biunivoquement D en un domaine J intrieur

au cercle wl <: 1 et le point Zo au point w 1, la transformation tant
bicontinue sur la frontire au voisinage de z,.

On voit ainsi qu’il suffit de considrer le cas off D est un domaine
3 qui est contenu dans le cercle zl<: 1 et dont la frontire contient
le point z=l.

En considrant dsormais un tel domaine , dmontrons la proposi-
tion suivante Supposons qu’d tout hombre positif on peut faire cor-
respondre un cercle de centre z= 1 tel qu’en tout point de , intdrieur

ce cercle on air : u(z) (Si u(z) est bornd suprieurement

1) A. Beurling" Itude sur un problme de majoration (Upsal, 1933), p. 69.
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au voisinage du point z=l cette hypothOse est satisfaite sans doute.)
Si l’on a lira lira u(z) m, z’ dtant un point frontire de , m un

hombre rd fii, on. peu lors arner qtt’ oo de
3. Dans la suite on se servira du thorme de Phragmn-LindelSf"

Soi$ un domaine men$ionn$ dans le numro precedent. Supposons
qu’une fonction f(z) soit ’gulire et que son module soit uniforme
dans le domaine d. Si l’on a lira If(z)! m pour tout point fi,ontire

z de d sauf le point z=l, m tant un hombre r&l fini, et si tout
hombre positif on peut faire eorrespondre un eercle de centre z=l

tel qu’en tout point de d $ntrieur ce cerele on
on ut ahrs armer qu’en ut int de If(z) m.

Traduit en langage de fonctions harmoniques, ce thorme s’6noncera
comme il suit" Soit une fonction u(z) harmonique et un$forme dam le
domaine d. Si l’on a lira u(z) z, pour ehaque point frontire z’ de, sauf le point z=l, / tant un nombre rel fini, et si tou hombre
positif on pe.ut faire correspondre un cercle de centre z=l tel qu’en

tou point de , intrieur ce cercle on ait" u(z) ----, on peut
I-zl

alors armer qu’a tout point de u(z) .
Considrons, en effet, la fonction f(z)=e)+c), o v(z)est une

fonction conjugate de (z), Comme f(z) satisfait aux hypotheses du
thorme de Phragnn-Lindelf, on a f() I--

Remarque. Ce thorme est vrai mme si J est un ensemble ouvert
non connexe.

4. I1 existe une famille des fonctions Z(z), 0 < , dans , qui
jossent des proprits suivantes" 1 Z(z) est harmonique dans et
continu sur la frontire de . 2 ;(z) 0. 3 :,(1)=0. 4A tout
int de , qui est sur le cercle Iz-II=W, W tant un nombre sitif
non nul, on a uniformment lim Z(z)=-.

I1 strait de considrer, par exemple, les fonctions

z-2--l- 1 -log 2.z(z) log 1-z
5. Dnonstration de l’nonc dun 2. A tout hombre positif y, on

ut fdre corresndre un nombre sitif r tel qu’on ait u(z)
I-zl

et lim (z) n/, z et z’ tant respectivement un int intrieur et

un point frontire de J qui sont intrieurs au cercle ferm
Dsignons par J’ la partie commune de J et du cercle z-ll<= r,
par C’ l’ensemble des points frontire de J’ qui sont contenus dans
l’intrieur de J. D’aprs la condition 4 du numro prclent on a
Z(z) < m/-M sur C’, M tant la borne suprieure de u(z) sur C’ et
2o une valeur de 2 choisie convenablement. Done la f0nction v(z)=u(z)+
Zo(Z) satisfait aux ingalits v(z) u(z) dans 3’ et lirn v(z) m/ en

tout point z’ de la frontire de d’ sauf le point z=l. D’aprs le
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thorme de Phragmn-LindelSf v(z) m+ dans J’. Par consOluent
lim v(z)=lim u(z) m+v. nt bit on a lira u(z) m.
zl zl zl

C. Q. F. D.
6. mlla. Soit Dun doi t la frtie connt un

ctinu C et zo un nt de C ab r l’intdr. Sups
qu’u fti f(z) soit rdie et du m unife dans D et
qu’e st bde irement au vge de z, Si f(z) satait
a l’igalit$ : lira lira If(z)] m, z’ dtant un pnt frtie de D, m
unetfini, on a lira ]f(z) m.

o


