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93. Une consideration sur le problme de Dirichlet.

Par Masao INOUYE.
L’Institut Mathmatique, L’Universit Impriale d’Osaka.

(Comm. by T. Yosw., M.LA., Nov. 12, 1937.)

1. En envisageant la solution gdnralisde du problme de Dirichlet
comme une fonctionelle de la distribution continue, sa continuit est
bien connue. Dans cette section nous allons rechercher le problbme de
sa continuit en envisageant comme une fonctionelle du domaine.

Soit un domaine born) dans le plan z. Considrons une suite
{9} de domaines uniformment borns convergeant vers .Q au sens de
M. CarathClory2 (par rapport un point intrieur Y2). Nous pou-
vons alors attacher R chaque fonction relle continue F(z), dfinie dans
le plan entier, une suite U(z, F, YJ)} de fonctions harmoniques, o5 la
fonction U(z, F, ,) est la solution gnralisge du problbme de Dirichlet
pour -0 et avec la distribution F. Notre but est de trouver une con-
dition pour 9 et (9} dans laquelle lira U(z, F, Y2,)= U(z, F, .0) (uni-

formment) est valable. Pour simplifier l’criture, nous dirons que
{.(2} jouit de la proprit W (par rapport

U(z, F, Y2) est vrai pour route fonction continue F.
Le thorbme gnral de M. Wiener nous conduira directement au

thorme suivant
Thorme 1. Supposons que tout 2 soit contenu dans . Alors,

la suite {.(2} joui de la proprit W.3)

Mais cette condition est trop restrictive pour notre objet. Recherchons
une autre condition convenable notre problme. Pour cela, considrons la
condition (C); nous dirons que {9} satisfait la condition (C) en un
point frontire p de . lorsqu’il existe une suite {p,} de points frontires
p de 9. tendant vers p tels que l’on ait (E.) d :> 0) pour tout

n suffisamment grand, off E,.. dsigne la projection de

comme centre, c’est--dire que l’ensemble de points de l’axe positif rel
(dans le plans ) que parcourt le module du point $--z-p lorsque z
parcourt l’ensemble de points du petit cercle renfermant Y2,, n’ap-
partenant pas Y2,, et p(E,.)dsigne la longueur du segment de

Eg. aboutissant l’origine (dans le plan ), et d est une constante
ne dpendant que de p. A present, nous dmontrons le thorme
suivant

1) Cette hypothse n’est pas essentielle, mais, dans cette Note, nous en supposons
et d’ailleurs que chaque domaine consid(r soit univalent.

2) C. Carathodory, Untersuchungen fiber die konformen Abbildungen yon festen
und verfinderlichen Gebieten, Math. Ann. 72 (1912), p. 125.

3) Ce thorme est encore vrai dans l’espace.
4) Cette condition montre que p, est un point frontire rgulier (pour le pro-

blame de Dirichlet). Voir, A. Beurling" Etude sur un problme de majoration (Upsal,
1933), p. 66.
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Thorme 2. S (/2} satisfait la condition (C) en chaque point
fron$iOre rdgulier (pour le problOme de Dirichlet) de 12, la suite jouit
de la propridt W.

En effet, (U(z, F, .O)} tant une suite de fonctions harmoniques
uniformment bornes, donc de route suite prleve, on peut extraire
une suite partielle { U(z, F, 12,)} de fonctions harmoniques U(z, F,
convergeant uniformment vers une fonction harmonique borne dans. (au sens de M. Montel), soit U(z). Pour la dmonstration, il suffit
de prouver que U(z) est quivalente U(z, F, 2). Etudions, cet
effet, son allure sur la frontiire.) Soit pun point frontire rgulier
de /2 et soit > 0 donn l’avanee, dterminons un hombre J > 0 tel
que l’on air

F(z)-F(z’) "< pour
2

Formons un cercle C renfermant compltement /2 et (/2} dans son
intrieur. On peut alors dterminer un nombre fini M tel que

Bor.sup.# F(z)-F(z’) _M.

Cela fitant, on a pour z’-pl
2

F(z’) M z-z’ e <: F(z) <: F(z’) +M. z-z’ + zeC.

Dsignons par V(z; p,e) la solution gnralise du problme de Dirichlet
pour .q,, et avec la distribution frontire
(dans la condition (C)) au lieu de z’ et en notant que z-p,, I<:: V(z; p,,)
pour z e 9.,, on obtient pour tout n’ suffisamment grand,

F(p,e) MV(z p,,) <:: F(z)
Par consuent

F(p,,) MV(z p,e)-- <: U(z, F,

Z e "Qn"

Dans le plan , formons un cercle E suffisamment grand pour que E
contienne toute projection E,.,,, et dsignons par V(e) la fonction
harmonique dans D, domaine form par E d6coup6 le long du segment-
0 e d, qui prend la valeur ]el sur sa frontire. Ceci pos6, on
trouve rin6galit6 importante d’aprs le thorme de M. Beurling,)

V(z p.,) <= v(- z-p , I).
Doric, Oil a

F(p,,,) MV( z- p,,, i)- <: U(z, F, 12,,) <2 F(p,)

+MV(- z-p, [) +
1) La dmonstration ci-dessous est de modifier un peu celle de M. Kellogg.
2) A. Beurling, loc. cit. p. 45. On peut appliquer ce thdorme en modifiant un
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Chaque point intrieur t 9 tant contenu dans 82, dbs que n’ est assez
grand, on obtient t la limite,

F(p)-MV(-Iz-pl)-e < U(z) < F(p)+MV(-iz-pl)+e.

Comme lim V(-iz-p[)=O et e tant arbitrairement petit, il en r-
sulte que

lim U(z)=F(p).

La fonction harmonique U(z) tant borne et gale t F(z) en chaque
point frontire rgulier de }, U(z) est quivalente t U(z, F, ). Nous
avons enfin

lim U(z, F, )= U(z, F, 82). C. Q. F. D.

Nous aurons ainsi le thorbme suivant"
Thorme 3. Soient 9 et 2 (n=l, , ) d domain

les dres cst bs. Ars, la te {} it de la
w.

Po la dmonstration, il suffit de monr que l’on ut choir,
toute s prlev {9,} et ut point frontim rlier p de 9,

une sui pielle {9,,} safait la condition (C} en p. En eet,
on ut dminer un nombm > 0 1 q l’on ait (E#.)> , puis-
que 9 t de connexion finie. i , il ex une sui {p,} de

in fronti (liem) p, de , ls que l’on ait (E,.,)
ur ut n’ summent d. Si l’on ut choisir {p,} de fon
que lim p,=p, no prosition t manifest. Supns le con-

traire. I1 exis alors e s paielle {9,,} et un nombre 21 > 0

infHeur ls que l’on ait [p,,-p ur tout p,, de
2

2 et tout n" Or, ur ut n" suffisamment and,que p(E,,. ,,) >
,, a au moins un int frontire q2, 1 que ]- 3,,-p, et ai

au moins un int frontibm q2, 1 que 21 [q2, p 3 o
4’

et q?, ne ntp joisp un continu frontire de ,,. R4
proc ur le cercle ]z-p] et la sui {,,}" si l’on ut choisir
une suite {p,,} de poin frontibres p,, de ,, tendt veto p ls que

l’on ait p(E,,. ,,) ur ut suffimment and, c’est ce

sui que l’on est mchercher. Supsant le contraire, il exis une

sui ptielle {9,,,} et un nombre 2s 0 infrieur R ls que l’on
2

ait [p,,,-p] s ur tout p,,, de que (E,,,.,,,) et
4
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tout "’. Or, pour tout ’" suffisamment grand, .,,,, a au moins

un point frontire ^’ 3tx.,,, tel que 1 > "($),,, P > et aussi au moins
4

un point frontiire -()
u,,, tel que ,,, ne

4
sont pas joigns par un continu frontire de ,,,. Par conscluent, les
continus frontires contenant respectivement
Si l’on d&atftrme notre proposition, nous pouvons rpter ce processus
une infinit de foia Nous aboutissons donc une contradiction, car
les ordres de connexion des domaines .0 sont borns. C.Q.F.D.

En envisageant U(z, F, YJ) comme une fonctionelle de , sa con-
tinuith est tablie dans la circonfrence ci-dessus" Supposons que les
ordres de connezion des domaines considbrs soient borne. Alrs,
la solution gnralise du groblme de Diricht est une fonctiondle
continue du domaine (au sens considr ci-dessus).

D’ailleurs, en entendant la convergence de domaines comme suit"
tout point intrieur (ou extrieur) est, ds que n est assez grand,
intrieur (ou extrieur) 9, nous pouvons noncer le

Thorbme 4. Sot un domaine limt par un hombre fini d
courbes ordaniennes simples et ferrules. A/ors, /a suite {} ouit d
la proprit Hr.

Remarqu Dans cette section nous avons considr les suites de
domaines non ncessairement reguliera Dans ce cas, une certaine con-
dition est ncessaire pour que la suite jouisse de la proprit W. Mais
encore le problme si une suite {9} de domaines rulizrs (conver-
gent vers ) jouit de la proprit W, est ouvert.D

2. Dans cette section nous allons donner une proprite gomtri-
que de la frontire qui entraine la rgularit. Nous dmontrons d’abord
le lemme suivant"

Lemme. Dsi par D le cerde [z] 1 fendu suivant le seg-
ment 1," 0 z r 1, et pr w(z; D) la fonctio harmonique dans
D qui prend 1 sur zl--1 et 0 sur l. Soit (z) une fonction com-

plete dfiie dans z] 1 telle que

On alors

lira o(f(); D.)=0.
Dmonstration. Dsignons par D le cercle zi < 1 fendu suivant

r
le segment l: 0 z 1, et par (z; D) la fonction harmonique dans

D qui prend 1 sur zi=l et 0 sur l. On a alors

1) M. Keldych et M. Lavrentieff ont expos une rponce ngative (Thorme III)
dans le cas de l’espace, C.R. de l’Ac. des Sc. Paris 204 (1937). Mais il est vident
que leur rsultat n’est pas vrai dans le cas du plan d’aprs le thorme 3 (ou 4) dans
cette Note.
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(z) D)Donc ((z); D,,)= Izi
d’o l’on eonclut aisment, en tenant compte de l’hypothse, que

,0 ,,0 Izl
=0. C.Q.F.D.

En employant ce lemme, nous prouvons le thorme suivant:
Thorme 5. Pour qu’un point frontire p it r,

n vers p q l’on ai (E)0 et lira <

D6monstmon. it F(z) une fonction r6elle continue d6finie sur
h frontire de . I1 nous st de prouver que lira U(z, F, )=F(p).

En mnt = dans la dmonstmtion du thrme 2, on a

F(p) MV(z p.) < U(z, F, ) < F(p.)+MV(z p)+
Supposons lim p(E.)=0. Dans le plan $, formons un cercle E
suffisamment grand pour que E contienne toute projection Ea. et d-
signons par D le domaine form par E dcoul le long du segment
1.- 0 <: p(E.), et par v() la fonction harmonique dans D qui

prend la valeur l! sur sa frontire. On a alors l’ingalit suivante"

v(z; p.) _<_
Par consequent, on a

F(p)-Mv(-Iz-pl)- < U(z, F, 12) < F(p)+Mv(-iz-pl)+.

En dsignant par w($) la fonction hamonique dans D qui pmnd la
valeur R sur e[=R, circonfren de E, et 0 sur , on voit que

.,.() +p(E,,,.) > v,,() > O.

Donc, on peut fixer un point frontire p de sorte que

1. IF(p,,)-F(p)]<::;

2. < M’
ce qui est possible par hypothe et d’aprs le lemm Alors on peut
associer & p, fix un nombre y > 0 tel que l’on ait pour I1<: y,

M

Ceci tant, on a pour tout z e 12 tel que ]z-p[ < ,
F(p) 3e < U(z, F, 9,) < F(p)+3
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I1 en rsulte que
,Hm U(z, F, )=F(p),

ce qui met en vidence notre proposition. Si lim o(E.)> 0, on

btient de la mme fon que la donstration du thrme 2,

lim U(z, F, )=F(p).
z-

C. Q. F. D.


