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2. Sur la projection d’un ensemble plan G.
Par Kinjiro KUNUGUI.

L’Institut Mthrrtique, l’Universit Impriale de Hokkaido.

(Comm. by S. KAKEYA, M.LA., March 12, 1938.)

On sait que tout ensemble analytique linaire est une projection
d’un ensemble plan borelien (plus prcisment, d’un ensemble plan G).
I1 serait done naturel se demander quelle est la condition pour que
cette projection soit un ensemble borelien. M.N. Lusin a dmontr
que) la projection uniforme) d’un ensemble plan borelien est aussi un
ensemble borelien. Tandis que M.E. Szpilrajn a pos un problme,3)

qui concerne la gnralisation de ce thorme devenu dj classique"
Soit M un ensemble plan G dont toutes les intersections avec les droites
parallles l’axe OY sont des ensembles ferma La projection de M
est-elle toujours un ensemble borelien ?

Or, nous allons y donner une rponse affirmative. Notamment nous
dmontrons le thorme suivant

Thorme. M tant un ensemble plan, dsignons par F(M) l’ensem-
ble de tousles points (x, O) ayant la propridtd" la droite parallle d
l’axe 0 Y, passant par le point (x, 0), coupe l’ensemble Men un ensem-
ble fermd non vide. Si M est un ensemble plan G, F(M) est un com-
pldmentaire analytique.

Dmonstration. 1. Soit N l’ensemble de tous les nombres irra-
tionnels entre 0 et 1, et considrons l’espace 2, la famille de tous les
sous-ensembles ferms non rides de N. La distance entre deux l-
ments A, B de 2 est dfinie d’aprs la formule de M.F. Hausdorff.
Dsignons par 8, (m--1, 2, 3, ) l’intervalle de Baire d’ordre 1.
Nous rangeons les systmes d’un nombre fini de ces intervalles en une suite
d6termin6e 8*, (n= 1, 2, 3, ). Supposons qu’on a d6fini d6j la suite
k- 1-ple *t,2 _, des syst6mes d’un hombre fini des intervalles de
Baire d’ordre k-1. Nous disons qu’un systme des intervalles d’ordre
k est un successeur de ., si tous les intervalles de celui-ci2 k-1
sont contenus dans un des intervalles de celui-l, et si chacun des inter-
valles de celui-l contient au moins un intervalle de celui-ci. Nous
rangeons tousles systmes-succeseurs de *r2

_
en une suite infinie,

et les-dsignons par

* (n= 1, 2, 3, ...)1’ n2 k

1) N. Lusin, Sur la classification de M. Baire, C.R. de Paris, t. 164 (1917) p. 93;
Sur les ensembles analytiques, Fund. Matb_ t. X (1927)p. 59; Lemons sur les en-
sembles analytiques Paris, (1930) p. 166.

2) Soit M un ensemble situ dans le plan OXY. Nous disons que la projection
de M sur raxe OX est uniforme, si route droite parallle l’axe OY a au plus un
point commun avec M.

3) Fund. Math. t. 24, p. 324, Problme 61.
4) Cf. p. ex. F. Hausdorff. Mengenlehre, Berlin u. Leipzig, 1927 et 1935, p. 146;

C. Kuratowski, Topologie, Warszawa-Lwow, 1933, p. 89.
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Soit maintenant o,2
l’ensemble de tous les lments A de

2, tels que
1) A est contenu dans la somme des intervalles de Baire de

nl’ 2’ k"
2) Chacun des intervalles de r n2 k contient au moins un

point de A.
Ces dmitions tant poss, nous pouvons dmontrer les proposi-

tions suivantes

nl’ k"(1) .,.
/__ -2"

(2) o.r.2 . sont des ensembles ferms et ouverts dans 2N.
(3) k tant fixe, deux ensembles o.r.2 . et o.i,. ., pourvus

de diffrents systems d’indices sont toujours disjoints.
(4) Le diamtre de o.r.2, . tend vers 0 avec 1/b.
(5) Pour tout hombre irratlonnel r de dveloppement en fraction

eontinue (, n2, n3, , ), I-[ .,., . n’est pas vid

Ces propositions entranent imm(liatement le
Lemme I. L’espace 2v est- homomorphe t l"ensemble N de tousles

hombres irrationnels entre 0 et 1. L’ensemble N peut dtre transformd
an 2 par une transformation biunivoque et bizontinue, soit =()
(e$, e N), de sorte que l’in’valle de Baire d’ordre k" .2
soit transformd en t).l,n2 nk de 2v ddfini plus haut.

2. Lemme II. So/t (E.r2 ,} un systme de Souslin dont
dldments E,r2 , satisfont toujours 4 l’inclusions E,r2

__
E,, ,+. Supposons que, pour tout k, chaque point de l’espace

n’appartient qu’a un hombre fini des Erz ,. Soit encore F un

ensemble fermd relativement N(F

__
N). Nous avons alors

k-1 1’ nk-- 1-[
k-1

oi ..Er,,. signifie que la sommation s’dtend aux systOmes (n,
n,. n) tels que

"r "2 ., F - 0 .)

En effet, il nous suffira de dmontrer rinclusion

H J E,,,2, "" Soit p un point de H
--/-I yeS’ k-I r" "k" Alors, pour

tout k, il existe des systmes (m, m, m) tels que p e

E, et que J[, ,.F =k= 0. D’aprs l’hypothse, il n’en
existe qu’un nombre fini. Comparaisons deux systmes de cette nature"

(m, m, m) et (m+, m+ +
-;bk+y]

1) Cf. C. Kuratowski, loc. cir. p. 6.
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Nous voyons bien que, d’apr l’inclusion Er -- Er + le

systbme (m+", m+", +") se trouve parmi (m, m, m).
Nous disons que (m+, m+"

-.,+. est un successeur de (m,
m m,), lorsque (m, m m)=(m+", m+, m+") Si,. o

pour tout , =1, 2, 3, il existe un successeur (m+", m+,
m+" de (m, m, m), nous disons encore que l’indice de (m,k+]

m, m) est l’infini. I1 existe alors au moins un m, sit m, dont
l’indice est infini. I1 existe de mme au moins un (m, m), soit (m,
ms), successeur de mx dont l’indice est infini, et ainsi de suite.

Ainsi nous avons une suite d’entiers positifs m, ms, m,
tello que --(m, m, m, ) e F et que p eEr, pour tout

k, k= 1, 2, 3, c.q.f.d.
3. Rhiuction du problme. Soit 2 l’ensemble de tousles points

(x, y)de M, tels que la droite parallle t l’axe OY, passant par le
point (x, y), coupe M en un ensemble non fermi. M.W. Sierpifiski a
dmontr, que l’ensemble 2} et sa projection sur l’axe OX sont des
ensembles analytiques.)

Dsignons par R l’ensemble de tous les points (x, y) dont les co-
ordonnes satisfont aux ingalits- -n x

__
n, -n

_
y

_
n. Alors

la formule

r(M) C$. r(R. M)
--1

montre qu’il nous suffit de voir que F(R. M) est un complmentaire
analytiqu Sans restreindre la gnralit, nous pouvons donc supposer
que M est un G bornA

Rangeons tousles nombres rationnels en une suite simple:

Dsignons par A et B. l’intersection de la droite y=r, avec rensem-
ble Met M-!IR respectivement. Alors la formule:

r(M)=r(M)
n-1 n-1

montre qu’il nous suffit de voir que (C,A} F(M) est un compl-

mentaire analytique. Or, C-]A est un ensemble F,, et il est une

image d’une homomorphie gnralise (0, 2) d’un ensemble ferm rela-
lativement i N.) En transformant l’axe OX par cette homomorphie
gnralise, nous pouvons supposer que l’ensemble M lui-mme est un
G contenu dans Nx N.s)

1) W. Sierpifiski, Sur une classe d’ope’rations sur les ensembles de points. Mathe-
matica, vol. V (1931), p. 56.

2) C. Kuratowski, loa cit p. 231.
3) Tout complmentaire analytique est transform en un complmentaire analyti-

que par des homomorphies gnralisges. Cf. C. Kuratowski et E. Szpilrajn: Sur les
cribles ferms et leurs application Lemmes sur les fonctions mesurables (B), (III).
Fund. Math. t. XVIII (1932), p. 162.
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M tant un ensemble G et 0-dimensionnel, d’aprbs le thorbme de
M. Mazurkiewicz,) M est homomorphe R un sous-ensemble Z ferm
relativement R N. Dsignons par z=g(t), t eZ cette homomorphie, et
posons encore

h(t)=projection de g(t) sur l’axe OX.

g(t) tant une homomorphie, F(M) sera indentique avec F(/) oh
ddsigne la courbe reprsente par la fonction h(t). Donc, enfin, nous
pouvons supposer, sans restreindre la gnralit, que M est une courbe
reprsente par la fonction continue dfinie sur un ensemble Z ferm
relativement R N.

4. Nous avons vu que l’espace H=2z est plong dans 2N. Puisque
Zest un ensemble ferm relativement R N, il existe un ensemble ferm
et born (non vide) tel que Z=F-N. F tant compact en soi, la formule
2z=2-2 montre que l’ensemble 2z est ferm relativement R 2N.
Done l’ensemble H sera transform par la fonction inverse de 0() en
un ensemble K ferm relativement N. ]tant donn un nombre de
K, dsignons par F(), l’ensemble de tousles points z tels que z=h(t);
t e A, A=’t(). Pour tout de K, A appartient R 2z; done F() n’est
pas vide. Or, nous pouvons dmontrer que l’ensemble K* de tous les
hombres de K, tels que F() se compose d’un seul point est un sous-
ensemble de K, qui est fermd relativement R K, et que F() (qui est
univoque sur K*) est continue sur K*.

5. Or, /’(M) est contenu dans l’image A de K* transforme par
ta fonction F(). En effet,
[h-l(p)] est un ensemble fermi, non vide et contenu dans Z. Posons
J=0(). F() ne contenant qu’un point,
appartient R l’ensemble A, transform de K* au moyen de F().

D’autre part, on a A =_.F(IT 1,2 k)" Si nous posons

E, -F(,2 ), cette ormule devient

(1) A= E , .yK* b-1 1’

Et, comme la fonction F() est continue sur K*, nous pouvons
encore crire

(2) A . E.,

off Er, . dsigne la fermeture de E,,,,, ,. ’,r,z ,. K*
tant un G, E.,.z , comme son image continue, est un ensemble
analytique. Par consequent, rensemble limite complet de E,2

(k tant fixe), que nous dsignerons par D, est aussi un ensemble

analytique. Done la somme D=D l’est galement.

1) Chaque ensemble G dans un espace complet, ble et 0-dimensionnel est
homomorphe un ensemble ferrn relativement AF. Pour la dmonstration, voir
C. Kuratowski, lo cit p. 200 et 224.

2) [h-l(p)] est l’ensemble de tousles t tels que p--h(t).
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Or, nous allons dmontrer que D coincide avec la projection
(voir p. 92). En effet, si p appartient
est ferm et contenu dans Z. Donc si, de plus, p appartient it D
(pour un k), p appartient une infinit de E,2, . I1 existe

done une infinit de-systmes (h, n2, n) tels que p=F(),
e,2 Posons Z 0(). On a Z__ [h-(p)], Z @,2, .

[h-Z(p)] tant compact en soi, il existe un hombre fini des inter-
valles de Baire, soit I, I2, I, qui contiennent au moins un point
de [h-(p)].

Z

__
[h-(p)] et Z ,2 entrainent le fair que tousles inter-

valles de ,2 (voir lemme I, p. 91) se trouvent parmi I, I2,

I. Done, il n’existe qu’un hombre fini des systme (, , )
tels que p eF(), ,2 -K*, ce qui est une contradiction. Ceci

montre que

(3) CA+r(M)
D’autre part, si un point p appartient A.C(M), [h-(p)] est

non vide, et n’est pas un ensemble erm. [h-(p)] tant un ensemble
ferm relativement Z, et par suite, relativement N, il existe un
nombre rationnel qui est un point-limite de [h-(p)]. Par suite, il
existe un hombre entier positif b, tel que n’est pas un point limite
d’aucun des intervalles de Baire d’ordre k. [h-(p)] posse alors
points communs avec une infinit des intervalles de Baire d’ordre
par suite avec une infinit des 8,2 ,- Donc p appartient ne

infinit des E, , d’of pe D. Cela veut dire

(4) A-Cr(M) D.
ormules (3) et (4) montrent que D=A. Cr(M). Ainsi, l’inchsion

r(M)

__
A, entraine l’lit-
r(M)--A-D

= (:, -D)= (E, -D).
K* /-1 2’"" /*

M. Liapounoff a dmontr que si ron supprime d’un infinit d’en-
semble analytiques leur ensemble limite complet, les parties restantes
peuvent tre enermes dans des complmentaires analytiques H
1, 2, 3, ), d’une telle faon que

liraH 0.

En vertu de ce thorme, il existe des complmentaires analytiques
H,..., tel que E, -D__

H,, et que ]a ]imite com-

plet de H, soit vide. Posons

H*, (E,,.. -D).
1) A. Liapounoff, Contribution l’tude de la sparabilit multiple. Recueil math-

matique, Nouvelle srie, T. 1 (43), (1936), p. 505.
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... . satisait a la double inclusion"

’’ 2’ n ,
Par s, no avo

(5) r(M)= H*
v K* k-1 ’"" b

0r, il t cir que, ut , Hx,, H* ethi’’ rib’ nk+l
limi complet de x, ( t e) t de. Donc, K*

nt enmble fe htement N, en vertu du mme II, no
avons

(6) r(M)-- II H*
k K* nl’’’" nl".Comme H,=r sont des compl6mentiares analytique, l’identit

(6) montre bien que F(M) rest 6galement. c.q. d.x)

1) Les d6tails et quelques g6n6ralisations de ces r&ultats seront publis dans
"Journal of the Faculty of Science, Hokkaido Imperial University," Series L


