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70. Sur la stabilite du probleme de Dirichlet.

Par Masao INOUE.
L’Institut Mathématitue, L'Université Impériale d’Osaka.
(Comm. by T. YOSIE, M.I.A., Oct. 12, 1938.)

Le but de cette note est de donner quelques remarques sur la
stabilité du probléeme de Dirichlet qui a été déja discutée par MM.
Keldych et Lavrentieff.?

Considérons dans l'espace 4 3 dimensions un domaine borné D, de
frontiére 3, sans portion intérieure et une fonction continue (réelle) f
donnée sur 3. Soient {DP}, {D?} deux suites de domaines réguliers
pour le probléme de Dirichlet tels que

DY < Dy < eeeee <D, LmDP=D
n->c0
et
DP > DBy > eeeee >D, lmDP®=D=D+3.
n->00

Soit F' un prolongement continu de f, et désignons par H(z, F', D)
la fonction harmonique dans D$ qui coincide avec F' sur la frontiére
de DY, Les deux suites {H(z, F, D)} (i=1,2) convergent vers deux
fonctions harmoniques dans D, ne dépendant que des valeurs de F' sur
3, cest-3-dire de f, soient H®(z, f, D), i=1, 2.2

Analogiquement au cas de la régularité, ol nous disons qu'un point-
frontiere P de D est régulier (pour le probléme de Dirichlet), si,
quelle que soit la fonction f, H®(z, f, D) tend vers f(P) lorsque z tend
vers P, nous dirons que P est un point de stabilité (pour le probléme
de Dirichlet), si, quelle que soit la fonction f, H®(z, f, D) tend vers
f(P) lorsque z tend vers P.®

Cette définition une fois donnée, nous remarquons que le théoréme
de Wiener et Phillips® donnant un critere géométrique pour qu’un point-
frontiére soit régulier, reste encore valable dans notre cas:

Désignons par o, Paire de la projection de D] projetée sur un plan
quelconque P, passant par P, ou D; désigne 'ensemble des points qui
n’appartiennent pas & D et qui sont renfermés dans C,, la sphére de
centre P et de rayon ». Alors nous avons le

1) M. Keldych et M. Lavrentieff: Sur le probléme de Dirichlet, C. R. Acad. Sci.
Paris, 204, 17838-1790 (1937).

M. Keldych: Sur la résolubilité et la stabilité du probléme de Dirichlet, C. R.
Acad. Sci. URSS, N.s. 18, 815-318 (1938).

2) La fonction H®(z,f, D) est nommée solution généralisée du probléme de
Dirichlet pour D et valeurs-frontiére f.

8) Notre définition de la stabilité différe en apparence de celle donnée par les
auteurs précédents, de la stabilité d'un point-frontiére au cas ot D est jordanien, mais
nous saurons plus tard, d’aprés le théoréme 8 qui sera établi dans la présente note, que
cette différence n’est pas essentielle.

4) H.B. Phillips and N. Wiener: Nets and the Dirichlet Problem, J. of Math.
and Phys, 2, 103-124 (1923).
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Théoréme 1. Si Uon peut choisir deux suites {r.} et {P, } telles
que lim %>0, P est un point de stabilité.®
n->oo

D’aprés ce théoréme, nous savons qu’un point-frontieére auquel la
frontiére est surface analytique est un point de stabilité et que, plus
généralement, un point-frontiére satisfaisant a la condition de Poincaré
Pest aussi.

Da la définition de la stabilité donnée plus haut, nous pouvons
conjecturer que de divers théorémes obtenus dans le cas de la régularité
seront encore établis en remplacant des fonctions harmoniques jouant
un role principal dans ces théor2dmes, v.g. la fonction de Green généra-
lisée, le potentiel conducteur, qui ont été définies par le moyen d’ap-
proximation intérieure des domaines, par celles qui sont définies par le
moyen d’approximation extérieure des domaines, et cette conjecture est
généralement vraie.

En effet, nous avons les théorémes suivants:

Théoréme 2. Pour qu'un point-frontiere P de D soit un point de
stabilité, il faut et il suffit qu’il existe une suite de fonctions v,(2) telles que

1°. v,(2) soit harmonique et positive dans D ;

2°, li_)'rﬁ ,(2) =v(2) soit harmonique et positive dans D, et l'gfrg, v(z)=0.

Théoréme 3.2 Soit 2z, un point intérieur & D. Les fonctions de
Green G(z,z, D®) de DP, dont le pdle est 2, tendent vers ume fonction
limite indépendante des DP, soit G®(z, 2, D). Alors, pour qu'un point-
frontiere P de D soit un point de stabilité, il faut et il suffit que Uon
ait l?E;rg G®(2, 2, D)=0.

z

Théoreme 4. Soit p un nombre positif. Désignons par Va, ,(z) le
potentiel conducteur de C,—DP et par V.(2) la fonction Limite de
Vi o(2). Alors, pour quun point-frontiére P de D soit un point de
stabilité, il faut et il suffit que lon ait 51;72 Vi(2)=1.

Maintenant nous passons & un probldme conscernant la stabilité du
probléme de Dirichlet pour D. En suivant MM. Keldych et Lavrentieff,
nous dirons que le probléme de Dirichlet est stable pour D, si, quelle que
soit la fonction f, H®(z,f, D) est constamment égale & H?(z,f, D)
dans D.

Citons d’abord le

Théoréme 5. Supposons que la condition donnée au théoreme 1
soit satisfaite en tout point-frontiere de D, sauf des points d’un ensem-
ble de capacité nulle. Alors le probleme de Dirichlet est stable pour D.

Nous allons rechercher une simple relation entre la stabilité du
probléme de Dirichlet pour D et la capacité® d’un domaine qui cor-
respond a D par inversion.

1) La démonstration est presque la méme que celle de Phillips-Wiener.

2) Le théoréme semblable a été donné par M. Brelot: Sur le probléme de Dirichlet
et les fontions sous-harmoniques, C. R. Acad. Sci. Paris, 206, 1161-1163 (1938), ou il a
défini I'hyperstabilité d’un point-frontiére.

3) Nous entendons par la capacité celle au sens de O. Frostman (capacité newto-
nienne) (ou de la Vallée Poussin).
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Considérons seulement D contenant Porigine O sans perdre la
génélarité. Supposons d’abord que le probléeme de Dirichlet soit stable
pour D, c'est-d-dire que lim H(z, F, D¥)=lim H(z, F, D), quelle que

Nn->oo n-> o0

soit la fonction F. En prenant en particulier

Fl)=-1_,
|z

H(z, F, Dﬁf’)=T;—| V(') (Transformation de L. Kelvin),

oll Z est le point auquel z est transformé par 'inversion pour S(C;), C;
étant la sphere de rayon 1 et de centre O, et S(C)) 1a surface de C;, on a

lim VP(Z)=lim v 2().
N> n->o0

et en posant

Cela étant, d’aprés la propriété de la transformation de L. Kelvin, on
sait que V¥(7) est le potentiel conducteur de DY, 'ensemble des points
auxquels sont transformés par linversion pour S(C;) les points de
Pensemble complémentaire & D{P. Désignons dorénavant simplement
par la lettre allemande ® (D, DY, DP) Pensemble des points auxquels
sont transformés par linversion pour S(C;) les points de I’ensemble
complémentaire 4 D (D, DP, D). S, étant la surface de la spheére
de centre O et de rayon 7/, renfermant ® entidrement dans son in-
térieur, on obtient

C(®)=la capacité de D

~im 2l av o

=tim oy [l an oS

=la capacité de D=C(D).

Inversement, nous démontrons que, si C(D)=C(D), le probleme de
Dirichlet est stable pour D.

En effet, V¥’ étant le potentiel conducteur de DP, on a par

hypothése
. avy _ dvP —
L‘ﬂ”s,,( diN 4N )dS_O‘
Posons ici )
VidZ)=1z| UP() (i=1,2)
et

lim (UP() - UP@)=U),

oll z est le point auqual 2/ est transformé par Iinversion pour S(C)).
Alors, de V'égalité ci-dessus, on est conduit & 1’égalité suivante:

U(0)=0.
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Puisque la fonction U(z) est harmonique et non négative dans D, elle
ne peut étre que nulle constamment dans D et, par suite, on trouve

li_)lg UP(z)=lim UP(z).

En posant
GPR)= ﬁ ~U9)
V4
et . )
lim GP(2)=G"¥(z) (2=1,2),
on a

G(l)(z) o G(2)(z) R

o G¥(2) n'est autre que la fonction de Green de D¢ dont le pole est
Porigine. P étant un point-frontiére régulier, on a, d’aprés le théoréme
bien connu de Bouligand,”

R rE=0,
par conséquent

lig} G?(2)=0.

Done, P est un point de stabilité d’aprés le théoréme 3. On sait par
1a que tout point-frontiére régulier de D est un point de stabilité, d’ou
il résulte immédiatement

H®(z, f, D)=H®(z, f, D),

car H®(z,f, D) coincide? avec H®(z, f, D) sur la frontiére de D, sauf,
au plus, les points-frontiére irréguliers dont ’ensemble est de capacité
nulle. Ainsi, le théoréme suivant a été complétement établi.

Théoréme 6. Pour que le probleme de Dirichlet soit stable pour
D, il faut et il suffit que la capacité de D soit égale & celle de D.

Nous ajoutons de plus le

Théoreme 7. Pour que le probleme de Dirichlet soit stable pour
D, il faut et il suffit que Uon ait G™(zy 2, D)=G®(2, 21, D), 2 €t 2,
étant deux points distincts de D.

Puis nous énoncons le théoréme suivant qui a éte deja établi par

les auteurs précités dans le cas particulier, 2=—;—.
Théoreme 8. Soient P un point-frontiére ql_e D et 7, la capacité
de Uensemble ouvert des points non situés dans D et dont la distance &

P est comprise entre A™*! et A™, on A est un mombre positif inférieur a
1. Alors la condition mécessaire et suffisante pour que P soit un point

de stabilité est que la série i Tn goit divergente.
n=1 A®

Les théorémes obtenus dans la présente note nous permettront de
prouver ce théoréme de la méme facon que dans la démonstration® du

1) G. Bouligand: Sur le probléme de Dirichlet, Ann. Soc. Polon. Math. 4, 57-112
(1925).
2) Au sens de lim HMD(z, f, D)=lim H® (z,f, D).
z>P z>P

3) O.D. Kelloggg: Foundations of Potential Theory, 331-334.
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théoréme de Wiener qui correspond au théoréme 8 dans le cas de la
régularité,

Remarquons que les discussions sur la stabilité du probléme de
Dirichlet pour un domaine espace ne sont pas toujours les mémes que
celles de la stabilité pour un domaine plan. Aussi les résultats ne
sont-ils pas les mémes nécessairement: par example, MM. Keldych et
Lavrentieff ont proposé dans le cas de l’espace le théoréme d’existence
d’un domaine limité par une surface jordanienne pour lequel le probléme
de Dirichlet est instable, mais ce théoréme n’est pas vrai dans le cas du
plan: en effet, nous savons que le probléme de Dirichlet est toujours
stable pour le domaine limité par une courve jordanienne. Dans ce cas,
nous pouvons discuter plus généralement ce probléme. Nous terminons
cet article en notant que mon mémoire précédent® est consacré i I'étude
de ce genre de probléme.

1) M. Inoué: Une considération sur le propléme de Dirichlet, Proc. 13 (1937),
352-3517.



