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69. Une remarque concernant un problme
de M. N. Lusin.

Par Takeshi INAGAKI.
(Comm. by T. YOSE, M.I.A., Oat. 12, 1938.)

Un ensemble C situ dans le plan D est dit crible rectiligne, s’il
est compos6 d’une infinit6 d6nombrable (ou fini) d’ensembles ferm6s
situ6s sur des droites parallles raxe .

Comme on sait, tousles ensembles analytiques lin6aires quelconques,
mesurables B ou non, sont d6finits au moyen de cribles rectiligne
Dans cette Note, nous consid6rons seulement un crible rectiligne d6-
finissan un ensemble analytique non mesurable B. Dans ce cas, le
compl6mentaire de l’ensemble analytique cribl6 au moyen de crible
rectiligne C est d6compos6 compltement en ses constituantes, routes
mesurables B,

(1) -o+i+---++ J.

Comme l’ensemble est non mesurable B, parmi les constituantes
du dveloppement (1) il y a une infinit( non dnombrable des consti-

tuantes non nulles. I1 est manifeste que la nature des constituantes
du dveloppement (1) se rapport celle du crible rectiligne C.

Dans un article,) M. N. Lusin a exprim4 phsieurs problmes con-
cernant quelque relation entre un crible rectiligne C et des constituantes

du dveloppement (1) de l’ensemble complmentaire analytique cor-
respondant C.

Tout d’abord nous appelons isolateur de un ensemble H tel
qu’il renferme tolalement et il ne contient aucun point d’une con-
stituante , different de , a’ a. Puis, d’aprs M. N. Lusin, une
constituante est dite isoilde, s’il existe un isolateur H de classe in-
frieure celle de .

Cette dfinition tant posse, M. N. Lusin a propos le problme
suivant (le problme V dans son article cit)"

Reconnaitre, s’il est possible de ddfinir un crible rectiligne C tel que
toutes les constituantes partir d’un certain rang soient isoles ?

I1 semble que c’est assez difficile donner la r6ponse affirmative
de ce problme. Pour mettre en lumire la complexit6 de la distribu-
tion des constituantes $, il sera int6ressant de dfinir un crible rectiligne
qui n’a pas la propri6t6 6nonc6e dans ce problme.

Le but de cette Note est d6montrer la proposition suivante"
ThdorOme. II existe un crible rectiligne C tel qu’une infinitd non

1) D’aprs M. N. Lusin, nous dsignons par 3, etc. l’ensemble de tous les
points irrationnels dans un domaine linaire, si l’on considre l’ensemble des points
irrationnels comme appartenant aux axes OX, OT etc. L’ensemble produit cart4sien

x u ou bien x.,ux z sera dsign par u ou bien par
2) N. Lusin, Sur les ensembles analytiques nuls. Fund. Math., t. 25 (1935), p.

121-125.
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dnombrable des constituantes du dveloppement (1) de l’ensemble com.
pldmentaire analytique correspondant C ne sont pas isole.

Pour dmontrer ce thorme, nous nous appuierons sur les faits
suivants :"

1 La constituante r(O T 2) correspondant a un crible recti-
ligne C est un ensemble appartenant la famille (r+1.2)

2 M dtant un ensemble appartunt la famille (+,
il y a un crible rectiligne C et qui donne le dveloppement de l’axe
en deux constituantes tel que --r+r+ et $(R)r=M.

Ceta pos, nous allons dmontrer le thorme.
Ddmonstration. Tout d’abord, nous prenons un crible C, dit uni-

versel,) situ dans l’espace trois dimensions et compos d’une
infinit dnombrable d’ensembles ferms situ4s- sur les plans parallles

au plan y. Un tel crible C est coup par chaque plan Y=yo suivant

un crible rectiligne Co, et il importe de remarquer que tout crible
rectiligne peut tre obtenu de cette manire.

Dsignons par le complmentaire d’ensemble cribl au moyen de

ce crible C; est un ensemble de points deux dimensions situs dans
le plan .

Soit

(2) $=&+$,+

le dveloppement du complmentaire $ en une suite, des constituantes
toutes mesurables Bet deux dimensions.

Dsignons par H un isolateur de , et prenons un ensemble M
linaire quelconque appartenant la famille (]r/, off rest un nombre
transfini de seconde classe (ou fini). D’aprs 2, quel que soit le nom-

1) Voir ma Note Sur les classes des constituantes... Ces Prec. 13 (1937), 343-344.
2) Dsignons par q0 la famille des ensembles ouverts clans un domaine lin4aire

Supm on q ’on et
tots lea nombres B infrieurs r (0 r -) et dfinissons $ et qr+ respective-

(2r__[ (2+1 a2’+1/2.ment comme il suit

3) Un crible universel peut tre facilement construit comme il suit:
Dans le plan , prenons d’abord l’ensemble universel U des ensembles Fa linaires

tel qu’on peut obtenir les ensembles Fa linaires possibles en coupant par des droites

Y=YO. Soit U1, 62, Vn (Vn--V, n=1,2,3, ...) une suite de l’ensemble universel U,
et supposons que l’ensemble Un soit situ dans le dom,aine =un. Cela po, prenons

une suite de fonctions Yl:I(y), Y2=q(y) ,Y,,=,(Y) continues dans le domaine

3u et telles que, quel que soit une suite de hombres irrationnels y, y, yO il
existe un hombre irrationnel y0 tel que nous ayons les 4galits y:l(y0), y=c2(yO),

yO_=(yO) Dsignons par U* le transform de U= au moyen de l’quation
yn:qn(Y), z:x. Soit z, z2, zn, une suite des hombres irrationnels partout dense
dans le domaine z. Considrons un ensemble U** situ darts le domaine U=u tel que
la section de Un** par le plan z-zn (n----1,2,3 coincide avec l’ensemble U* et

toutes les autres soient vides. Alors la somme :: U** est l’ensemble dsir.

Voir N. Lusin, Lemons sur les ensembles analytiques Paris. Gauthier-Villar
(1930), p. 126-128; W. Sierpifiski, Sur un crible universal. Fund. Math., t. 17 (1931),
p. 1-3.
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bre r, il existe un crible rectiligne F et qui donne le dveloppement de
l’axe en deux constituantes tel que =$*r+*/ et *r=M.

Cela pos, prenons un nombre irrationnel Y0 tel que le crible cor-

respondant Co soit identique au crible considr F. I1 est claire que

la section de la constituante $,r du dveloppement (2)par la droite
y=yo, z=O coincide avee la constituante $*r du crible F, et par suite
elle est identique l’ensemble M. Par consequent, il est vident que

la partie commune l’ensembIe isolateur Hr et la droite Y=Yo, z=O
est identique avec l’ensemble $*r M. Donc, la classe de H, n’est
pas infrieure celle de M.

Nous allons maintenant dmontrer qu’on peut obnir un dvelop-
pement (2) aux constituantes $ linaires et ne se laissant pas enfermer
dans des ensembles isolateurs H de classe inf4rieure celle de $. 0r
pour le faire, il suffit de transformer le domaine deux dimensions

en un domaine linaire au moyen d’une transformation biunivo-
que et continue dans les deux sens:

x= (t), y=(t) et t=F(, y).

I1 est claire que si nous ajoutons ces quations l’identit

Z---Z

nous obtenons une transformation du domaine trois dimensions
en le domaine deux dimensions. I1 est facile de voir que l’ensem-
ble transform du crible universel C est alors un crible rectiligne C
situ darts le plan t et dont les constituantes linaires sont les

transformes des constituantes planes correspondantes du dveloppe-
merit (2). Comme la transformation du domaine en t est biuni-
voque et continue dans les deux sens, il est manifeste que les classes
des ensembles transforms des constituantes et des isolateurs sont in-

variables. Or, d’aprs 1, la constituante r (0

__
r <: 9) ne posse

pas un isolateur de classe infrieure, et par suite aucunes des constituantes
r (0

__
, <: .) ne sont isoles, c. q. f. d.


