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53. qur l’approximation des fonctions continues
par des fonctions harmoniques (II).

Par Masao INOUE.
Institut Mathmatique, Universit Impriale d’Osaka.

(Comm. by T. YosI., M.L, July 12, 1939.)

Dans la premiere Note) nous avons vu que chaque fonction relle,
dfinie et continue sur un ensemble ferm et born de classe (P) peut
tre considre comme la limite d’une suite de fonctions harmoniques,
uniformment convergente sur cet ensemble. Darts la Note prsente
nous allons nous occuper de la structure gomtrique de l’ensemble de
classe (P).

1. Voici la dfinition de l’ensemble de elasse (P)-
Soit F un ensemble plan ferm et borne. On dira que F est de

elasse (P) lorsqu’il existe une eonstante positive d et une suite de do-
maines rgliers pour le problme de Dirichlet {D) telles que

1 F soit eontenu dans tout D
2 pour chaque point z de F, on puisse trouver une suite de

points frontires z (de D) tendant vers z de manire avoir"

3D.. [0, d] (n=l, 2, ...),

o D. dAsigne la projection circulaire de D ayant z comme centre.
0utre cette condition, nous avons ajout une autre condition notre (a)
dans la Note prclente. Mais, tant donn la tendance de z vers z,
on trouve facilement que la condition (a) est inutile.

D’autre part, on dira qu’un ensemble F ferm et born jouit de
la proprit P lorsqu’il existe une constante positive d satisfaisant
la condition suivante" Ecrivons une circonfrence de centre z e F et de
rayon 2. On peut alors trouver, quel que soit , un point z* non situ
sur F, t-l’inthrieur de cette circonfrence, tel que toute circonfrence de
centre z* et de rayon <: d contient des points non situds sur F.

On verra alors facilement que l’ensemble de classe (P) jouit de la
proprit P. Maintenant on est en tat de dmontrer inversement que
rensemble F ferm et born jouissant de la proprith P est de classe (P).

Passons la dmonstration"
n tant un nombre naturel, formons un cercle ouvert C,,(z) de

1 relatif chaque point z de F. Comme Fcentre z et de rayon nn’
est ferm er borne, on peut en extraire un nombre fini de C,(z) (z e F;

k
i= 1, 2, ..., k) de sorte que . C,(z) recouvre F. Considrons d’abord

un indice i fix. Puisque F jouit de la proprit P, il existe un point
zo g F, dans l’inthrieur de C,,(z), tel que toute circonfrence de centre

1) M. Inoue" Sur l’approximation des fonctions continues par des fonctions
harmoniques, Proc. 1 (1939), 177-181.
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z. et de rayon d, contient des points non situs sur F, of d est
une constante attache F et qui existe par hypothe.

Dsignons par (z.; ) la circonfrence de centre z. et de rayon. On peut alors faire correspondre, chaque tel que 0 d, un
point z.(r) F (par exemple, un point situ sur ((z.; r) mais non
sur F), par suite un cercle ouvert O[z=.()], de centre z.(r) et de
rayon assez petit, qui ne contient pas de point de F,) enfin un inter-
valle ouvert d’une dimension I.(r) contenant r (par exemple, l’ensemble
de z-z.1 lorsque z parcourt O[z. ()]).

Soit I*.(r) un sous-intervalle ouvert de I=.() contenant r, dont la
fermeture I*.() est entirement contenue dans I.(r). I1 existe alors
un hombre fini de /?=.() (0

_ __
d; j: 1, 2, ..., m) de sorte que

] **.() recouvre l’intervalle ferm [0, d].
Y-1

Posons ici
F,.. 32. oe,*[,,.,,’-,,,. 1.

Evidemment F.. est un segment ferm6 contenu dans O[z.(v)].
R6p6tons ce proc6d6 pout tout indice i. En 6crivant une circonf6rence
F contenant F et tous les F. .# l’intrieur, dAsignons par D le domaine
limit6 par F et d6coup6 le long de tousles F..#.

Formons de mme D pour tout nombre naturel n. La suite {D}
ainsi obtenue est alors une suite de damaines rdguliers satisfaisant aux
conditions 1 et 2.

En effet, la premiere est 6videmment remplie. La seconde est
aussi assur6e de la manire suivante-

Soit z un point de F. Attachons-lui {z.},) une suite de points
fronti6res de D (n=l, 2, ...}, si z appartient C(z). On a alors
pour tout n"

Iz-z .,l< 1.
Donc la suite {z.} tend vers z. D’autre part, en tenant compte de la
construction de D, on a".., [0, d] (n=l, 2, ...).

Les deux conditions sont donc remplies, ce qui met en 6vidence notre
proposition, c’est--dire que l’ensemble ferm6 et born6 jouissant de la
propri6t6 P est de classe (P).

On a enfin le
Thorme. Pour qu’un ensemble ferm$ et born soi$ de classe (P),

il faut et il su2t que cet ensemble jouit de la proprit P.
On a par cons6quent le
Thorbme. Taste fonction relle, d$finie et continue sur un en-

1) Ce qui est possible car F est ferm&
2) On peut supposer sans perte de gn&-alit que r,, ne rencontrent pas l’un

l’autre.
3) I1 se peut que des suites correspondent un mme point de F (par exemple,

pour z qui appartient aussi C(z) qu’ C(z), od i) mais rien d’emlche.
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semble ferm et born$ ouissant de la proprit P peut tre uniform-
ment approche sur cet ensemble par une suite de fonctions harmoniques.

2. La question suivante se pose maintenant: Quelle est la condi-
tion ndcdssaire et suffante pour que chaque fonction rddle, dfinie et
continue sur un ensemble fermd et born puisse dtre considdrde comme
la limite d’une suite de fonctions harmonique,1) uniformment conver-
gente sur cet ensemble ? Nous avons donn ci-dessus une condition
sunte. I1 reste, pour nous, savoir si cette condition est ncsaire
ou non. D’ailleurs on voit que l’ensemble jouissant de la propri4t P
est partout non dense, et que cette dernire proprit est videmment
une condition ncssaire. Doric la question est rluite, en notre cas, .
celle de savoir s’il existe un ensemble fermi, born et partout non dense
qui ne jouit pas de la proprit P. En effet, si la rponse cette
question secondaire tait ngative, on pourrait rsoudre la premiere
comme il suit- La condition ncssaire et suffisante cherche est que
rensemble donn soit partout non dense. Mais tout reste encore intact.)

1) Quoiqu’il ne s’exprime pas explicitement, on exige que chaque fonction har-
monique soit dfinie dans un dom,aine (ensemble ouvert et connexe) contenant F--au
cas oh " ne serait pas connexe.

2) En ce qui concerne rapproximation des fonctions continues par des fonctions
harmoniques, on sait une mthode trs utile cre par M. Lebesgue et employee plus
tard par M. Walsh darts sa Note sur l’approximation des fonctions continues p..ar des
polynbmes harmoniquee Mais cette mthode ne s’appliquerait pas au cas gn-al off
nous sommes.
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