
274 [Vol. -16,

62. ur les projections dans certains espaces
du type (B).

Par Hitosi KOTZK.
(Comm. by T. Yosm, .n., July 12, 1940.)

M.S. Banach" a pos le problme suivant" existe-t-il darts un
espace H donn du type (B) pour tout sous-ensemble linaire erm
de l’espace H sous-ensemble lin6aire ferm tel que tout lment f de
l’espace H se laisse representer d’une seule manire dans la forme f=g+h
off g e, h ? Ce problme t rsolu affirmativement pour l’espace
(L() et ngativement pour les espaces (L), (1), (L()) 2 :k p :> 1 et (/())
2 4 p > 1.2) Darts cette note, nous dmontrerons qu’il est rsolu nga-
tivement pour les espaces (C), (c), (M), (m), (C()) off p=l, 2, et (co).

1. Consid6rons l’ensemble de routes les fonctions x(t) d6finies
comme il suit"

i-1 ___t<:/ (i--1,2,...,m-1)=r pour
m

()
m--1=r, pour t. 1,

off r et r sont des nombres rationnelg arbitraires et m est un nombre
naturel quelconque. A toute couple ordonne x, y des fonctions de cet
ensemble, nous faisons correspondre un nombre, dit distance entre x
et y-

(2) (x, y)= max]x(t)--y(t)l.
otl

Cet ensemble devient alors un espace mtrique. Nous dsignons
maintenant par (C*) l’espace obtenu en compltant celui-ci par cette
mtrique. Tout (flment de l’espace (C*) est donn comme la limite
d’une suite convergente uniformment des fonctions de dfinies dans
l’intervalle 0 t 1. L’ensemble tant dnombrable, l’espace (C*)
est sparable, et complet par dfinition mme. De plus, la dfinie par
l’galit (2) montre bien que pour que un espace (C*) est de type (B).
Toute fonction continue dfinie dans l’intervelle 0 t 1 peut tre
approche uniformment par les fonctions de et, par suite, appartient

l’espace (C*). Or, comme la mtrique dfinie par l’galit (2)est
identique celle de l’espace (C), nous pouvons dire que l’espace (C)
est contenu parfaitement dans l’espace (C*).

Rappelons quelques dfinitions sur les notions que nous employerons
plusieurs fois dans la suite. L’o.iration linaire borne E telle que
EH-- et E=E est appele la projection de l’espace H sur le sous-
espace !l. H’-’H’ dsigne que l’espace H est quivalents) l’espace

1) Cf. S. Banach; Thorie des operations liaires: Warszawa. 1932. p. 244-245.
2) Cf. F. J. Murray; On complementary manifolds and projections in spaces (L)

and (l). Trans. Amer. M.S. 41. (t939).
3) Cf. loc. cit. 1). p. 180. {} 6.
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H’. Dsignons par (c) l’espace des suites ordonnes {a, a, ..., a}
des n-hombres rels, of la norme de cet espace est dfinie par {a,
a, ..., a} !!= max a I- Par le lemme 1.1 d’un mmoire de M. F. J.

i--1, 2

Murray) notre problme est quivalent t la suivante"
(*) Soie$ (A) des espaces (C), (c), (M), (m), (C)) o p-1, 2,

et (Co)et un sous-espace linaire ferm arbitraire de (A), existe-t-il
une projection de l’espace (A) sur 1 ?

2. Nous montrerons d’abord que si le problme (*) est rsolu nga-
tivement pour l’espace (C*), il est rsolu aussi ngativement pour l’es-
pace (c). Pour cela, nous allons commencer de dmontrer des lemmes
suivants.

Dfinition 1. Nous dfinissons (c,)- (c) x x (c), off net

(i=1, 2, ..., n) sont les hombres finis ou infinis, cbmme il suit. Le I
cas" n=l, 2, et m=l, 2, I1 dsigne l’espace de toutes les suites
ordonnes {fi, f2,---,f.}, off fe(c), dont la norme est dfinie par

(fl, fi, ---, f} max I[j I[. Le 2 cas" n= 1, 2,... et m= oo (pour
i-1,2

certain i). I1 dsigne l’espace de toutes suites ordonnbes {Yi, f2,---,f}
telles que la suite{am a, a2, ., a, ., au-/, a, ...}2) obtenue en
rangeant par la mthode diagonale les lments {a} (j--l, 2, ...) de f
(i= 1, 2, ...) converge vers un hombre rel et que la norme de celui-ci
soit dfinie par {fl, f, ...,f}ll max

ill, 2,

m-l, 2, ..., oo. I1 dsigne, de mme que le 2" cas, l’espace de toutes
suites ordonns {f,j, ...) telles clue la suite obtenue en rangeant de
mme que le cas prcbient tousles lments de f (i--1, 2, ...) converge
vers un hombre rel et que la norme de celui-ei soit dfinie par
{f, f2, ---} I!---- borne sup Ilf

i-1,2

Lemme 1. 1. (c) (c.) x (c) (c) o E,m=m, n-1,

2, ..., m=l, 2, ..., o et (c)=(c). 2. (c,) (c)x ..-’(c)

D6monstration de 1. Si m-l, 2, ..., nous faisons correspondre
pour tout 616ment {fl, f, -.-, f} de l’espace (Cl) x (c} x (c) un

616ment f= {al, a, a,, a, ..., a} oO f= {a, a, ..., aii} (i=
1, 2, ..., n) de l’espace (c). Nous avons alors {J, J, .--,f}ll max

iffil,2

I[fli-maxlal=llfll, et donc cette correspondance est biunivoque et

laisse invariant la norme, par suite, nous avons la relation 1 pour ce
cas. Si m=o (pour certain i), nous raisons correspondre pour tout
616ment {j, f, ..., f} de celui-l un 616merit f= {am au, a, ..., a,
ai_, ..., a, ...}, oOj= {a, ai,_, ..., a,}, de celui-ci. Nous avons alors

II{f,fi, ...,f}ll max Ilfll=borne sup al=llfll et donc cette cor-
i-1,2 i, /

1) Cf. F. J. Murray; Relations between certain problems of Banach. Studia Math.
Tome VI 1936. p. 199.

2) En faisant des modifications ncessaires, dans les cas of quelques aij ne se
montrent pas--cela a lieu pour m finis.
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respondance est biunivoque et ne change pas la norm D’o, la formale
1 a lieu (galement pour ce cas. Dmonstration de 2. Nous faisons
c,orrespondre, d’une manire analogue au cas prclent, pour tout lment
{fl, f2, ---} de l’espace (c,) (c,,,) un lment f= {am 6b12, a21, ---,

a., ..., a, } de l’espace (c). Nous avons alors {fi, j, } borne sup
i-],2

Ilfll=borne sup ai=llfl]. Cette correspondance est biunivoque et iso-

mtrique. D’o, 2 est aussi tabli.
Dfinition 2. Si g est un sous-espace linaire ferm d’un espace

H, alors, C(9) et C(H) sont dfinis comme suivants"

=or quand il n’existe aucune projection de l’espace H
C(J) sur .

=borne inf IIEII pour toute projection E telle qu’on ait
EH-9, quand il existe au moins une de telles projections.

C(H) borne sup {(C(9)}.

Puisque les lemmes 2.1-2.3, 3.2-3.4 demontrs dans l’article cit de
M. Murray*) sont tablis pour tout espace de type (B), nous avo.ns le

Thorme I. I1 existe un sous-ensemble linaire ferm$ 9J dans
l’espace (c) tel que C(c)=C(9). Nous avons de plus l=C(c)<= C(c)
<__---_<_ c(c).

3. Dfinition 3. Etant donn un espace H de type (B) m-.
dimensions, nous posons pour tout sous-espace linaire ferm 9J n-

dimensions, of] n < m, de l’espace H, C,(H)=borne sup {C(9J)}.

Lemme 2. C,(C*) borne sup {C,(c)}.
m--1,2,3

D6monstration. Posons k=borne sup {C,(c,)). Lorsque k=
mffil, 2

notre lemme est 6videmment etabli et par cons6quent nous admetions
que k <: o. Soient e un hombre arbitraire qui remplit la lois les
conditions (e/(1-)) k <: 1 et 0 <:e <: 1 et un sous-espace lin6aire
ferm6 n-dimensions arbitraire de l’espace (C*). Prenons les n-616-

ments ], f2, ---, f ind6pendants lin6airement de

a, a2, .--, a= sont des nombres r6els, en vertu de lemmes 4.2 et 4.3 de
l’article cit6 de M. Murray,2) il existe un nombre naturel met les fonc-
tions h, h2, ..., h ind6pendantes lin6airement telles qu’elles soient une

constante sur chacun des intervalles i-1 t <: (i= 1, 2, ..., m-l)

et m- 1 : t 1 et que a(f-h)[l’( e. Soit 0 l’ensemble de

toutes les combinaisons lin6aires des fonctions pr6c6dentes. D’autre
part, puisque les fonctions"

1), 2) Cf. loc. cit. 1) de la page 275.
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=1 pour i-1 < t<:__" (i=l,2,...,m-1) et m-1t1,
yi(t)

=0 pour 0t<:i-1 et i <:tl (i=l 2, .,m)

sont indpendantes linairement, pour un sous-espace 91 lin6aire ferm
donn comme l’ensemble de toutes les combinaisons lin6uires des fonc-
tions {y}, nous avons les relations" :l09l(C*), 9X__(c) et
9l__ (c). I1 existe donc pour tout y :> 0 une projection E0 de 9 sur

o telle que Eo <= C,(c)+ <__ k,+. Nous posons maintenant pour
tout lment f de l’espace (C*)

Ff m s)ds-y(0.

Si f R, f peut tre dsign comme la somme , yj() et

Ff-,m , jyj(s) ds.y,(t)--]m ds.y(t)-’] $y,(t)-f
,iffil i__lJ=l iffil if1

d’off, F2= r. De plus, nous avons

max
O_t_l - s)ds y(t) max

i=1,2,
(m If(s) ids =llfll

i-1

et done FII <__ 1. D’autre part, pour l’616ment f----1 IIfll 1 =!1 rfll
Ell-Ilfii d’ofi, FI! => 1, ce qui entraine Fll 1. Par cons6quent, la

transformation F est une projection de (C*) sur telle que FII= 1.
Ensuite, nous consid6rerons la transformation EoF, il est .alors facile
de voir que EoF(C*)=Eogl=o et si fe !l0, nous avons EoFf=Eof=f
ainsi que (EoF)Z=EoF. La transformation EoF est done la projection
de (C*) sur 2o, d’off, C(gXo) EoFI[ I[Eo II-II F Eo k+y.
Ici, r/ tant arbitraire, C(9o) <: k, < (1-e)/e d’ofi, nous avons
C(!lo).e/(1-0 <: 1. Selon le lemme 5.1 de l’articie cith de M. Murray,1)

nous avons l’inalit suivante-

1+ C(0) 1+ -k.
C() C(J/o) I =< k I

1--, e C(gYo) 1- k
1-- 1--

tant arbitraire, nous obtenons C() k.. Or, comme est un
sous-espace linaire ferm n-dimensions arbitraire, nous avons
C(C*) <= k. C. Q. F. D.

Nous avons, d’aprs le lemme 2, un nonc6 qu’on obtient en

1) Cf. loc. cit. 1) de la page 275.
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remplaant dans le lemme 7.1 de l’article cit de M. Murray1) les es-
paces (L()) et (/()) respectivement par (C*) et (c)" c. td.

C(C*) borne sup {C(c,)}.
n-l, ,

En vertu de cette ingalit et le thorme I, nous avons le

Whorme II. C(C*) C(c).

4. Si notre problme est rsolu ngativement pour l’espace (C*),
selon le thorme II c C(C*) C(c) c. d. C(c)= oo et d’autre part
en vertu du thorme I, il existe un sous-espace linaire ferm dans
l’espace (c) tel que C(c)=C(2R)=o, ce qui montre qu’il n’existe aucune
projection de (c) sur certain sous-espace linaire ferm de (c), c. d.
notre problme est rsolu ngativement .pour l’espace (c). Cependant,
nous pouvons dmonrer que notre problme est rdsolu ndgaivement pour
les espaces (C) et (C*). En effet, puisque l’espace (L) est quivalent
un sous-espace de (C),"-* nous posons un sous-espace linaire ferm ()
de l’espace (C) tel que ()’(L). Comme notre problme est rsolu
ngativement pour l’espace (L),) cela vient aussi pour l’espace (). Or,
tout sous-espace linaire ferm de lespace (8) est ferm aussi dan
l’espace (C) et donc, si notre problme est rsolu affirmativement pour
l’espace (C), pour tout sous-espace linaire ferm !IR de l’espace () il
existe un sous-espace linaire ferm !R de l’espace (C) tel que pour
tout ldment f de l’espace (C) se laisse representer d’une seule manire
dans la forme f=g/h of g e2R, h eR. En particulier la relation
fe() entraine g e()-!l et h e()-!R. Mais, puisque (), !IR et !R
sont des sous-espaces linaires ferms dans (C), les espaces ()-!l et
()-!R le sont aussi, ce qui est contradictoire a rhypothse. Par con-
squent notre problme est r()lu nggativement pour l’espace (C). De
mme, il est rsolu aussi ngativement pour l’espace (C*). Par con-
squent, il est rsolu ngativement pour l’espace (c).

Nore problme est rdsolu ndgativement aussi pour les espaces (M)
et (m).

En effet, tout 16ment de l’espace (C)est contenudans l’espace
(M) et la mtrique pour toutes les fonctions continues de l’espace (M)
est dfinie de mme que l’espace (C) et donc, nous pouvons dire que
l’espace (C) est contenu parfaitement dans l’espace (M). Or, notre
problme est r&olu ngativement pour l’espace (C)et donc le raisonne-
ment analogue montre qu’il est rsolu ngativement pour l’espace (M)
ainsi que l’espace (m).

Notre problme est rdsolu ngativement pour les espaces (C))
o/e p=l, 2,... et (co).

En effet, puisque deux espaees (C) et (co) sont isomorphes*
respeetivement aux espaees (C) et (c), il existe une operation biuni-

1) Cf. loc. cir. 1) de qa page 275.
2) Cf. loc. cit. 1) p. 185 thorme 9 de la page 274.
3) Cf. loc. cit. 1) de la page 274.
4) Cf. loc. cir. 1) p. 184 th. 7 et p. 181 de la page 274.
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voque et line.ire qui transforme (C)) en (C) tout entibr. S’il est
rsolu aflirmativement pour l’espa (C)), il existe pour tout sous-
espace linaire ferm de (C()) un sous-espace linaire ferm 9 de
(C()) tel que pour tout lment fe(CTM) se laisse representer d’une
seule manire dans la forme f=g/h off g e2 et he 9. Quand nous
posons (P(!l)=2*, ($()=*, (f)=f*, ($(g)=g* et )(h)=h*, 2* et

* sont en mme temps un sous-espace linaire ferm de (C) et f* e (C)
se laisse representer d’une seule manire dans la forme f* =g* /h* off
g* e !]* et h* e 9*, ce qui contre dit l’hypothe. Par cons<luent notre
problme est lu ngativement pour l’espace (C() ainsi que l’espace


