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62. Sur les projections dans certains espaces

du type (B).

Par Hitosi KOMATUZAKI.
(Comm. by T. YosIE, M.IA., July 12, 1940.)

M. S. Banach” a posé le probléme suivant: existe-t-il dans un
espace H donné du type (B) pour tout sous-ensemble linéaire fermé I
de Pespace H sous-ensemble linéaire fermé N tel que tout élément f de
P’espace H se laisse représenter d’une seule maniére dans la forme f=g-+h
ol geIM, heN? Ce probleme été résolu affirmativement pour I’espace
(L®) et négativement pour les espaces (L), (1), (L®) 2xp>1 et (I?)
23 p>12 Dans cette note, nous démontrerons qu’il est résolu néga-
tivement pour les espaces (C), (¢), (M), (m), (C®) ou p=1,2, ... et (cy).

1. Considérons I’ensemble § de toutes les fonctions x,(f) définies
comme il suit:

=r; pour (¢=12,...,m—1)

) z(t)

=7, pour m_lgt.gl,
m

ou 7; et 7, sont des nombres rationnels arbitraires et m est un nombre
naturel quelconque. A toute couple ordonnée z, ¥ des fonctions de cet
ensemble, nous faisons correspondre un nombre, dit distance entre x
et y:

2) (x, )= orélgll z(t)—y@)|.

Cet ensemble § devient alors un espace métrique. Nous désignons
maintenant par (C*) ’espace obtenu en complétant celui-ci par cette
métrique. Tout élément de ’espace (C*) est donné comme la limite
d’une suite convergente uniformément des fonctions de £ définies dans
Pintervalle 0 <t <1. L’ensemble § étant dénombrable, 1’espace (C*)
est séparable, et complet par définition méme. De plus, la définie par
Pégalité (2) montre bien que pour que un espace (C*) est de type (B).
Toute fonction continue définie dans l'intervelle 0 <t <1 peut étre
approchée uniformément par les fonctions de & et, par suite, appartient
a lespace (C*). Or, comme la métrique définie par 1’égalité (2) est
identique A celle de espace (C), nous pouvons dire que l’espace (C)
est contenu parfaitement dans l’espace (C™).

Rappelons quelques définitions sur les notions que nous employerons
plusieurs fois dans la suite. L’opération linéaire bornée E telle que
EH=M et E*=F est appelée la projection de I'espace H sur le sous-
espace M. H~~H' désigne que Pespace H est équivalent® A I’espace

1) Cf. S. Banach; Théorie des opérations liéaires: Warszawa. 1932. p. 244-245.

2) Cf. F. J. Murray; On complementary manifolds and projections in spaces (Lp)
and (Ip). Trans. Amer. M. S. 41. (1939).

3) Cf. loc. cit. 1). p. 180. §6.
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H'. Désignons par (c,) l'espace des suites ordonnées {ai, as, -.-,a,}
des m-nombres réels, o la norme de cet espace est définie par || {a,,
Az, -+vy U} ||— max |a;|. Par le lemme 1.1 d’'un mémoire de M. F.J.

2,uun

Murray® notre probléme est équivalent 4 la suivante:

(*) Soient (A) un des espaces (C), (c), (M), (m), (C®) oir p=1,2, ...
et (co) et M un sous-espace lindaire fermé arbitraire de (A), existe-t-il
une projection de Uespace (A) sur IM?

2. Nous montrerons d’abord que si le probleme (*) est résolu néga-
tivement pour V’espace (C™), il est résolu aussi négativement pour les-
pace (¢). Pour cela, nous allons commencer de démontrer des lemmes
suivants.

Définition 1. Nous définissons (Cp,)X (Cm,) X -+ X (¢m,), o1 n et m;

(z=1,2, ..., m) sont les nombres finis ou infinis, comme il suit. Le 1°
cas: n=1,2,... et m;=1,2,.... Il désigne I’espace de toutes les suites
ordonnées {f, f2, ---, fn}, OU fie(cm), dont la norme est définie par

A fo, - )fn}"_ max [fi]. Le 2°cas: n=1,2,.. et m;=oco (pour

eertain 7). Il de51gne l’espace de toutes suites ordonnées {fi, /2, ---» fn}
telleS que la Sulte {alb A1z, A2ty =5 A1y ==y Ali—1+15 --+5 A1, - }2) Obtenlle en
rangeant par la méthode diagonale les éléments {a,-j} (j=1, 2,...) de f;
(i=1, 2, ...) converge vers un nombre réel et que la norme de celui-ci
soit définie par [{fi, fo, ---» fu} II— max IIf,II Le 38° cas: n=o et

m;=1,2, ..., 0, Il désigne, de meme que le 2° cas, l’espace de toutes
suites ordonnées {f}, fz, ---} telles que la suite obtenue en rangeant de
méme que le cas précédent tous les éléments de f; (¢=1,2, ...) converge
vers un nombre réel et que la norme de celui-ci soit définie par

W{fo for -} Il=bgll'r;e sup [|£; [l

Lemme 1. 1°% (cm,) X (Cpmp) X -+ X (em,) 2 (cm) on ﬁl}m,:m, n=1,

2,..., my=1, 2,...,0, et (coo)=(c)- 2°, (cml) X (cmz) Xoeee 2(6) ol m;=
1,2, ..., o,

Démonstration de 1°. Si m;=1,2, ..., nous faisons correspondre
pour tout élément {fi, fo, -.-, fu} de Despace (Cm,) X (Cm,) X -+- X (¢m,) un
élément f={au, g, Gimy Ao, -y Cam,} OO fi={i, Qi -+, Qi } (=
1,2,...,n) de l'espace (c,). Nous avons alors | {f, fo, ---, fu} = max
If:l=max | a;|=Ifl, et donc cette correspondance est biunivoque et

%2

laisse invariant la norme, par suite, nous avons la relation 1° pour ce
cas. Si m;=o (pour certain %), nous faisons correspondre pour tout
élément {f1, f2, -, fu} de celui-ld un élément f={ay, ayp, an, ---, ay,
A2i-1y -+vy Qg1 ---}, OO f;={s1, Ay, ---, @im.}, de celui-ci. Nous avons alors

1 {fy for oo S} ll=i_?2§x If:ll=borne sup lai;|=IfI et donc cette cor-

1) Cf. F.J. Murray ; Relations between certain problems of Banach. Studia Math.
Tome VI 1936. p. 199.

2) En faisant des modifications nécessaires, dans les cas ou quelques a;; ne se
montrent pas —cela a lieu pour m finis.
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respondance est biunivoque et ne change pas la norme. D’otl, la formale
1° a lieu également pour ce cas. Démonstration de 2°. Nous faisons
correspondre, d’'une maniére analogue au cas précédent, pour tout élément
{fu fo ---} de Yespace (Cm,) X (Cm,) X --- un élément f={ay, aw, ez, ---,
@3, -5 i1, ---} de espace (). Nous avons alors || { £, fo, ---} |I=b<i>r]n$ sup

I.f:l=Dborne sup |a;|=Ifl. Cette correspondance est biunivoque et iso-
)
métrique. D’od, 2° est aussi établi.
Définition 2. Si I est un sous-espace linéaire fermé d’un espace
H, alors, C(M) et C(H) sont définis comme suivants:
=ow quand il n’existe aucune projection de lespace H
c(m) sur M.

=borne inf K| pour toute projection E telle qu'on ait
EH=N, quand il existe au moins une de telles projections.

C(H)=borne sup {(C(IV)}.
M<H

Puisque les lemmes 2.1-2.3, 3.2-3.4 demontrés dans l’article cité de
M. Murray® sont établis pour tout espace de type (B), nous avons le
Théoreme 1. Il existe un sous-ensemble linéaire fermé M dans

Pespace (c) tel que C(c)=C(M). Nous avons de plus 1=Clc;) < Clco)
< - < Cle)=Cle).

3. Définition 3. Etant donné un espace H de type (B) & m-
dimensions, nous posons pour tout sous-espace linéaire fermé M a n-

dimensions, ot © < m, de lespace H, C,(H )=bm?£r}$ sup {C(M)}.
Lemme 2. C.(C*)<borne sup {Cu(cm)}-
Démonstration. Posons k,,=b011'121'e sup {C.(cs)}. Lorsque k,=o,

notre lemme est évidemment etabli et par conséquent nous admetions
que k,<< o, Soient ¢ un nombre arbitraire qui remplit & la fois les

conditions (e/(l—e)) k.n<<let 0<<e<<1 et MM un sous-espace linéaire
fermé i n-dimensions arbitraire de I'espace (C*). Prenons les n-élé-
ments fi, fo, ---, f» indépendants linéairement de I, si ll:\"_l.am I=1 ou

ay, ag, ---, a, sont des nombres réels, en vertu de lemmes 4.2 et 4.3 de
Particle cité de M. Murray,? il existe un nombre naturel m et les fonc-
tions hy, hg, ---, b, indépendantes linéairement telles qu’elles soient une

=1 é << -i_ (i=1’ 2, ceey m—l)
m m

constante sur chacun des intervalles

et ML <t<1 et que |3ja(fi-h)I<e. Soit Ty lensemble de

toutes les combinaisons linéaires des fonctions précédentes. D’autre
part, puisque les fonctions:

1), 2) Cf. loc. cit.-1) de la page 275.
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1—1

=1 pour <t<® (=1,2..m—1) et ™L<i<1,
m m

yi(?) . .
=0 pour 0 < t<t=L o 2 <1 (G=1,2,...,m),

m m
sont indépendantes linéairement, pour un sous-espace N linéaire fermé
donné comme ’ensemble de toutes les combinaisons linéaires des fonc-
tions {y;}, nous avons les relations: Wy TN < (C*), M (c,) et
N~ (cn). Il existe donc pour tout 7 >0 une projection E, de N sur

My telle que | Eyll < Co(em)+7 < k,+7. Nous posons maintenant pour
tout élément f de l’espace (C*)

Ff=3 ”‘S “Fo)ds-).

i-1
m

Si feR, f peut étre désigné comme la somme _Z":}«E,yj(t) et
2

Ff=3} mg (35 j(s))ds-y,-(t)=§:mg Eds-yidt)=3it)=1,
1= i_——l_«"l =1 l'_—_l =

d’ot, F?=F. De plus, nous avons

i %

| Ffl= Inax ‘ gmlmg ,}(S)ds -yi(t)

< max_ (mgmlf ()| ds) =IfI

et done |F|<1. Dautre part, pour Pélément f=1 lfl=1=|FfI<
IFI-1fl d’ot, [FI=1, ce qui entraine |F|=1. Par conséquent, la
transformation F' est une projection de (C*) sur N telle que | Fl=1.
Ensuite, nous considérerons la transformation E,F, il est .alors facile
de voir que EF(C*)=ENR=IM, et si fe M, nous avons EFf=Ef=f
ainsi que (EWF)’=EyF. La transformation EyF’ est done la projection
de (C*) sur My, dot, C(WM) S IEFIZNE-IFl=lEol < kut7.
Ici, 7 étant arbitraire, C(I) <k, <<(1—e)/e d’oi, nous avons
C(IMo) -e/(1—e)<<1. Selon le lemme 5.1 de Particie cité de M. Murray,?
nous avons l'inégalité suivante:

1+-5 C(My) 1+ k,
CEO) < C(My) —L=° f— L7
1——5Cmy) 1—18 k.

1—¢ —€

IA

¢ étant arbitraire, nous obtenons C(IM) <k, Or, comme M est un

sous-espace linéaire fermé & m-dimensions arbitraire, nous avons

C.(CH Lk, C.Q.F.D.
Nous avons, d’aprés le lemme 2, un énoncé qu’on obtient en

1) Cf. loc. cit. 1) de la page 275.
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remplacant dans le lemme 7.1 de larticle cité de M. Murray? les es-
paces (L™®) et (1) respectivement par (C*) et (c);: ec.ad.

c(c* < borne sup {C(c.)} -
En vertu de cette inégalité et le théoréme I, nous avons le

Théoréme II. C(C* < Cle).

4. Si notre probléme est résolu négativement pour l’espace (C*),

selon le théoreme II 00 =C(C*) < C(c) c.ad. C(c)= o et d’autre part
en vertu du théoréme I, il existe un sous-espace linéaire fermé I dans

Pespace (c) tel que C(c)=C(IM)=00, ce qui montre qu’il n’existe aucune
projection de (¢) sur certain sous-espace linéaire fermé de (c), c. ad.
notre probléme est résolu négativement pour l’espace (¢). Cependant,
nous pouvons démontrer que notre probleme est résolu négativement pour
les espaces (C) et (C*). En effet, puisque I'espace (L) est équivalent a
un sous-espace de (C),? nous posons un sous-espace linéaire fermé (L)
de P’espace (C) tel que ()2~ (L). Comme notre probléme est résolu
négativement pour l’espace (L),? cela vient aussi pour ’espace (£). Or,
tout sous-espace linéaire fermé IM de lespace (L) est fermé aussi dans
I’espace (C) et done, si notre probléme est résolu affirmativement pour
I'espace (C), pour tout sous-espace linéaire fermé It de I’espace (8) il
existe un sous-espace linéaire fermé N de I’espace (C) tel que pour
tout élément f de 'espace (C) se laisse représenter d’une seule maniére
dans la forme f=g+h ou geI, heN. En particulier la relation
fe(®) entraine ge(®)-M et he(Y)-N. Mais, puisque (L), M et N
sont des sous-espaces linéaires fermés dans (C), les espaces (8)-I et
(2) - N le sont aussi, ce qui est contradictoire 4 I'hypothése. Par con-
séquent notre probléme est résolu négativement pour I'espace (C). De
méme, il est résolu aussi négativement pour l’espace (C*). Par con-
séquent, il est résolu négativement pour I’espace (c).

Notre probleme est résolu négativement aussi pour les espaces (M)
et (m).

En effet, tout élément de lespace (C) est contenu dans I'espace
(M) et la métrique pour toutes les fonctions continues de ’espace (M)
est définie de méme que l’espace (C) et done, nous pouvons dire que
Pespace (C) est contenu parfaitement dans l'espace (M). Or, notre
probléme est résolu négativement pour ’espace (C) et done le raisonne-
ment analogue montre qu’il est résolu négativement pour l’espace (M)
ainsi que l’espace (m).

Notre probleme est résolu mnégativement pour les espaces (C®)
o p=1, 2,... et (00).

En effet, puisque deux espaces (C®) et (¢) sont isomorphes?®
respectivement aux espaces (C) et (c), il existe une opération @ biuni-

1) Cf. loc. cit. 1) de 1a page 275.

2) Cf. loc. cit. 1) p. 185 théoréme 9 de la page 274.

3) Cf. loc. cit. 1) de la page 274.

4) Cf. loc. cit. 1) p. 184 th. 7 et p. 181 de la page 274.



No. 7.] Sur les projections dans certains espaces du type (B). 279

voque et linéaire qui transforme (C®) en (C) tout entier. S’il est
résolu affirmativement pour l’espace (C®), il existe pour tout sous-
espace linéaire fermé I de (C®) un sous-espace linéaire fermé N de
(C®) tel que pour tout élément fe(C®) se laisse représenter d’une
seule maniére dans la forme f=g+h ot geIN et heN. Quand nous
posons @(M)=MW*, ORN)=N"*, &(f)=f*, M(g)=g" et @(R)=L", M" et
N* sont en méme temps un sous-espace linéaire fermé de (C) et f*e(C)
se laisse représenter d’une seule maniére dans la forme f*=g¢*+hA* o
g* e M et h* e N*, ce qui contre dit ’hypothése. Par conséquent notre
pr)obléme est résolu négativement pour Pespace (C®’) ainsi que I’espace
(e).



