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100. Teilweise geordnete Algebra.’

Von Hidegoré6 NAKANO.
Mathematical Institute, Tokyo Imperial University.
(Comm. by T. TAKAGI, M.I.A., Nov. 12, 1940.)

H. Freudenthal hat eine Spektraltheorie im teilweise geordneten
Modul gebildet.?? Unabhingig von Freudenthal, hat S. W. P. Steen die
Spektraltheorie Hermitescher Operatoren im Hilbertschen Raum abstrakt
behandelt, indem er teilweise geordnete Ringe definiert.¥ Wir wollen
nun die beiden Theorien von Freudenthal und Steen in einer einzigen
zusammenfassen, und zum komplexen Ring erweitern, welcher dem
Abelschen Ring normaler Operatoren im Hilbertschen Raum entspricht.
Neuerdings hat B. Vulich Relationen zwischen teilweise geordneten
Moduln und Ringen betrachtet, indem er das Produkt zweier Elemente
in teilweise geordneten Moduln definiert.¥ Die Resultate von Vulich
werden auch in unserer Theorie umgefasst.

Diese Note besteht aus drei Teilen. Im ersten Teil erértern wir
Projektionen und Spektraltheorie im teilweise geordneten Modul.

Unter teilweise geordneten Moduln verstehen wir wie Freudenthal :

Definition. Ein Modul MM in bezug auf dem Korper reeller Zahlen
heisst ein teilweise geordneter Modul, wenn 1) fir irgendzwei a, be I
man Ordnung derart findet, dass aus a>b und b>¢ ja a>c folgt;
2) a}a ist; 8) fir je zwei a,b das Element c=a Nb existiert:
cZa, b und fir jedes x<a, <b stets t<c; und das d=a Vb
existiert: d >a, = b und fiir jedes x=>a, = b stets x =>d; 4) atc>
b+c aus a>b, b) aa >0 aus a >0 fiir jede reelle Zahl « >0 folgt,
und 6) fir jede absteigende Folge positiver Elemente a;,=>a;=> -,
das c=lyi»rg a, existiert, so dass ¢ < a,, und fir jedes x <a, stets xr ¢
ist.

Hieraus kann man aber den allgemeinen Limesbegriff herleiten :
Wenn fiir irgendeine Folge positiver Elemente , =L => ---, li»rg 1,=0,

|xv—x0|§—lv (”=1: 2, )

gilt, so bezeichnet man lim x,=x, Diese Definition stimmt mit der von
e

Steen, durch lim x,, lim z,, iiberein, aber ist bequemer, um andere Kon-
y>00 >0

y->o0

vergenzen zu definieren.
Wir wollen Projektionen im allgemeineren Gestalt als Freudenthal
definieren. Zwei Elemente z, y heissen zueinander orthogonal, wenn
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|| ]y |=0ist. Hierbei bedient man sich der Bezeichnung : x.=x'\v0,
2-=(—1x)s, |x|=2++2-. Fiir je zwei 2, p kann man stets x in ein-
deutiger Weise im Gestalt x=h-+k ausdriicken, so dass k zu p ortho-
gonal, und b zu jedem, zu p orthogonalen Element orthogonal ist.
Dieses h heisst die Projektion von 2 auf p, und man bezeichnet » mit
[p]x. Dann kann man leicht beweisen, dass [p] ein linearer Operator
in M ist. Daher nennen wir [p] Projektor. Jeder Projektor ist be-
schrinkt, stetig und positiv, d. h. [p]x =0 fir 2 =>0.

Uber Projektoren bestehen mehrere Sitze wie Projektionsoperatoren

im Hilbertschen Raum, z B. [p][p]=[p], [| »1=[p}, [[p).q|=[ld)p|=

Plldl=[d [Pl=lp||ql]l, [PI1+lal=[p|V|qll+lnIN]gl]l. Wenn
v, q zueinander orthogonal sind, so gilt [p+ql=[p]+[g]l. Wenn |p| <
|pe| < -+, lim | p, |=|py| ist, so gilt fir jedes & lim [p,] x=[p]a. Wenn

der lineare Operator [p]—[q] positiv in M ist, so schreibt man [p] = [ql.
Dafiir, dass [p] = [q] sei, ist notwendig und hinreichend, dass [»] [¢]=
[q] [p]=[q] ist.

Durch diese Projektoren kann man leicht die Spektraltheorie in I
bilden. Dafiir muss man aber Stieltjéssche Integrale erweitern. Ein
Schar von Elementen a; heisst von beschrinkter Variation im Intervall
a<21ZpB, wenn fir jede Zerlegung des Intervalls a=1,<i << <<

2,=8 stets ii | a,—a,_, | <1 fiir ein festes Element ! gilt. ¢(2) sei eine

stetige Funktion im Intervall « <A1 <p, und a; eine Schar von be-
schrinkter Variation. Dann kann man ganz ahnlich wie im Falle
reeller Funktionen die Existenz des Integrals beweisen :

B S 1
[ otida,=1im 33 otc) (@1, ~a, ).
a >0 y=1
lv—l_——<—_7y§lur )‘y'—lv——léa (”=17 2, .y }t).

Ein Element e heisst ein Teil von p, wenn e zu p—e orthogonal
ist. Eine Schar von Teilen e; von p heisst eine Zerlegung des p, wenn
fir A>p¢ ja ¢;=>¢, und %im e=n, llim e;=0, Alimo e,=e, ist. Jede

>0 >p—

>—00
Zerlegung eines p ist stets von beschrinkter Variation.
Fiir je zwei a, p gibt es eine und nur einzige Zerlegung e, des p,
Sfur die

[p) a=| "2de;
gilt. Diese Zerlegung des p wird ja gegeben durch

e;=[ p+—[p.] @), +(p-+[p-la) | p.

Im zweiten Teil betrachten wir besondere Operatoren, welche wir
Dilatatoren nennen. Alle Dilatatoren bilden einen Ring, von welchem
irgendein Untermodul mit 9% isomorph ist.

Definition. Ein linearer Operator T mit dem Definitionsbereich
D <M heisst ein Dilatator, wenn 1) D iiberall dicht in M, 2) T mit
jedem Projektor P vertauschbar : aus a €D folgt Pae® und T'Pa=PTa,



No. 9.] Teilweise geordnete Algebra. 439

3) T abgeschlossen ist: aus lima,=ae lim Ta,=b folgt a,eD und
y>o0 Y>>0
Tay,=b.

Ein Element p heisst vollstindig in IR, wenn [p]=1I ist, wobei I
den Identititsoperator in 9 bedeutet. Im folgenden nehmen wir an,
dass MM mindestens ein vollstindiges Element umfasst. Dann gibt es
ein vollstindiges p in D. Sei a=Tp, so gibt es die Zerlegun ¢; von p,
fur die

To=a=Ia=[p] a=S°_°/1de,1

ist. Setzt man [e¢;]=P,, so kann man beweisen, dass man T in ein-
deutiger Weise im Gestalt

Tr= j “1dP

ausdriicken kann, wobei dieses Integral nur fiir « in © konvergiert.
Fiir diese Schar von Projektoren P; gilt, dass fir A > ¢ ja P;=> P,, und
}im P,=1, Alim P,=0, llimo P;=P, ist. Wir nennen solche Schar von
->00 -»—o0 > 8-

Projektoren eine Zerlegung der Identitit. Fir jeden Dilatator T gibt
es eine einzige Zerlegung der Identitit P,, fir die

T= Ddﬂ

wst, und fir jede Zerlegung der Identitit erhilt man durch dieses Inte-
gral einen Dilatator. Damit ist die Spektraltheorie von Dilatatoren
gebildet.

Ein Dilatator heisst regulir, wenn sein Definitionsbereich aus dem
ganzen Modul IR besteht. Jeder beschrinkte Dilatator ist regulir, aber
alle Dilatatoren sind nicht immer regulir. Daher kann man die Summe
und das Produkt zweier Dilatatoren durch die und das von Operatoren
nicht definieren. Man kann aber beweisen: je zwel Dilatatoren Ty, T,
haben in ihren Definitionsbereichen ®;, ®, ein vollstindiges Element p
gemeinsam, und, wenn fir ein anderen Dilatator T Typ+ Tep=Tsp
gilt, so gehort jedes z in DD, zum Definitionsbereich von T, und
T+ Tox="Ts. Daher gibt es solches T; in eindeutiger Weise. Wir
definieren T als die Summe von T, T, und bezeichnen die Summe mit
Ti® T, Dann ist die Menge aller Dilatatoren auch ein teilweise ge-
ordneter Modul. Hierbei ist die Ordnung T, = T: durch 710 T, =0
definiert. Da fiir vollstindiges » und belicbiges a@ es einen und nur
einzigen Dilatator T gibt, so dass a=Tp ist, so bezeichnet man T' mit
[a, p]. Dann ist die Menge aller Dilatatoren [a, p] fir alle ¢ und ein
festes » mit M isomorph unter der Zuordnung [a, p] < a.

Ein teilweise geordneter Modul IR heisst wvollkommen, wenn fiir
jeder Folge ay, @y, ..., deren je zwei zueinander orthogonal sind, die
Reihe a;+a,+--- stets konvergiert. Dann ist der Modul aller Dilata-
toren vollkommen. Wenn % vollkommen ist, so sind alle Dilatatoren
in M regulir, und der Modul aller Dilatatoren ist isomorph mit .

In dhnlicher Weise kann man das Produkt zweier Dilatatoren T4,
T, definieren: 7,0 T,. Dann bilden alle Dilatatoren einen Abelschen
Ring.
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Nun definieren wir teilweise geordnete Ringe abstrakt.

Definition. Ein teilweise geordneter Modul R heisst ein tetlweise
geordneter Ring oder ein reeller Ring, wenn das Produkt zweier Ele-
mente wie folgt definiert ist: 1) (ab)c=al(be), 2) a(b+c)=ab+ac,
(b+c)a=ba+ca, 3) a(ab)=(aa)b=a(ab) fir jede reelle Zahl a«, 4) aus
=0, b=0 folgt ab=>0, 5) es gibt die Einheit 1 >0: al=1a=a fiir
jedes @, und 6) aus a N"1=0 folgt a=0.

6) ist nicht anders als die Bedingung, dass die Einheit vollstindig
in R ist. Man kann auch beweisen, dass man 6) durch die folgende
Bedingung erstzen kann: a(bne)=abnace, (bnec)a=baca fur
a>0.

Indem man Dilatatoren in R betrachtet, kann man beweisen, dass
fiir je zwel a,xe¢R [a,1]x=ax gilt. Hieraus folgt, dass der Dilatator
[a, 1] fiir jedes a reguldr ist. Weiterhin ist R Abelsch und mit dem
Ring aller reguliren Dilatatoren isomorph.

Wenn R vollkommen ist, so sind alle Dilatatoren regulir, und folg-
lich ist R mit dem Ring aller Dilatatoren isomorph. Man kann auch
beweisen ; dafiir, dass ein reeller Ring vollkommen sei, ist notwendig
und hinreichend, dass jedes vollstindige a sein inverses a™! besitzt :

Steenscher reeller Ring ist daher vollkommen, denn er nimmt als
Axiom, dass jedes vollstindige Element sein inverses besitzt.

Man braucht nicht anzunehmen, dass der reelle Ring Abelsch sei,
da die Vertauschbarkeit beweisbar ist. Wenn man 6) weglasst, so ist
die Vertauschbarkeit nicht mehr beweisbar.

Drittens betrachten wir komplexe Ringe, welche aus reellen. Ringen
hergeleitet sind, wie man im Falle komplexer Zahlen getan hat.

R sei ein reeller Ring. Durch z=z41y, x, yeR erhdlt man den
komplexen Ring K. Bezeichnungen im komplexen Zahlen sind auch hier
benutzt : fiir z=x+1y, Re=x, Jz=vy, z2=c—1y, |z|=(>*+v?} da man
beweisen kann, dass fiir ¢ >0 es ein und nur einziges >0 gibt, fir
das a'=a ist.

Man kann Projektoren ganz dhnlich wie im Falle reeller Elemente
definieren, und erhilt dhnliche Sitze. Uber den Limesbegriff ist es ganz
ahnlich wie im Falle reeller Ringe.

Dilatatoren in & werden auch dhnlich definiert. Dabei braucht man
aber die Bedingung hinzuzufiigen, dass aus ze¢®, zeD folgt. Dann
kann man jeden Dilatator T' in & als T=[a, p]®i[b, p], a,b, peR,
schreiben : der Definitionsbereich ® besteht aus allen z=z+1y fir je
zwei, in den Definitionsbereichen von [a,p] und [b, p] gemeinsam ent-
haltene x,y, und fiir solches z gilt

Tz=([a, p]z—[b, ply)+i(a, ply+[b, p]x).

Alle Dilatatoren bilden auch einen komplexen Ring. Man kann
auch beweisen, dass fiir vollstindiges z und beliebiges w es stets einen
und nur einzigen Dilatator T gibt, fiir den w=1T% ist. Solchen Dilata-
tor T beheichnet man mit [z, w]. Dann gilt [u, 2] O [v, wl=[uv, zw],
|[w, 211=[ul, |2]], [w,2]1®[, wl=[uw-+zv, 2zw], und fir lim u,=u,

Tim [, 2]=[o, 2). g
y->o0
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Aus T=[a,p]®i[b, p] erhdlt man die Spektraldarstellung von T
durch Projektoren. Sei

[0, p)=(2dE;,  Bal=[1dF,,

und setzt man E(A)=(E,,—E,,)(F,—F,) fir das halbabgeschlossene
Intervall A in der komplexen Ebene G: 1, <1 <<y 4 < p<<py, so er-
hélt man in eindeutiger Weise fiir =21+

T= Lch(A) .

Zuletzt definieren wir verschiedene Konvergenzen. Wenn im Ring
aller Dilatatoren liﬂ [2,, 1]1=[z0, 1] ist, so heisst 2,2, ... nach 2z, D-

konvergent. Ein Element ! heisst beschrinkt, wenn fiir eine grosse
Zahl » ja |1| <1 gilt. Wenn fiir eine Folge beschrinkter Elemente
Lh=zL>--, liml,=0, ja |2,—2%| =<1, gilt, so heisst 2,2, --- nach 2z

B-konvergent. Wenn fir eine Folge positiver Zahlen > x> ---,
lim»,=0, ja |2,—2| < 1 gilt, so heisst 2, 25, ..- nach 2z, gleichmadssig
y->»o0

konvergent.

Im Falle Abelscher Ringe von beschrinkter Operatoren im Hilbert-
schen Raum, stimmt die B-Konvergenz mit der starken Kovergenz, und
die gleichmissige mit der gleichmaissige tiberein.

Als Anwendung kann man z.B. sogenannten Mittelergodensatz
leicht beweisen: wenn |z| <1 ist, so gilt

v+1 v+2 1 ...
Blim 242042 1.

H—y-»o0 p—y



