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100. Teilweise eordnete Algebra.1

Von Hidegor6 NAKAO.
Mathematical Institute, Tokyo Imperial University.

(Comm. by T. TAKAGI, .LA., Nov. 12, 1940.)

H. Freudenthal hat eine Spektraltheorie im teilweise geordneten
Modul gebildet.2) Unabhingig yon Freudenthal, hat S. W. P. Steen die
Spektraltheorie Hermitescher Operatoren im Hilbertschen Raum abstrakt
behandelt, indem er teilweise geordnete Ringe definiert.3) Wir wollen
nun die beiden Theorien yon Freudenthal und Steen in einer einzigen
zusammenfassen, und zum komplexen Ring erweitern, welcher dem
Abelschen Ring normaler Operatoren im Hilbertschen Raum entspricht.
Neuerdings hat B. Vulich Relationen zwischen teilweise geordneten
Moduln und Ringen betrachtet, indem er das Produkt zweier Elemente
in teilweise geordneten Moduln definiert. Die Resultate von Vulich
werden auch in unserer Theorie umgefasst.

Diese Note besteht aus drei Teilen. Im ersten Teil er6rtern wir
Projektionen und Spektraltheorie im teilweise geordneten Modul.

Unter teilweise geordneten Moduln verstehen wir wie Freudenthal"
Defiton. Ein Modul 9 in bezug auf dem K6rper reeller Zahlen

heisst ein teilweise geordneter Modul, wenn 1) ffir irgendzwei a, be
man Ordnung derart findet, dass aus a b und b :> c ja a => c folgt
2) a>a ist; 3) ffir je zwei a, b das Element c=ab existiert"
ca, b und fiir jedes a, b stets c; und das d=ab
existiert" d a, b und fiir jedes x a, b stets d; 4) a-t-c >
b-t-c aus a b, 5) aa 0 aus a > 0 fiir jede reelle Zahl a => 0 folgt,
und 6) fiir jede absteigende Folge positiver Elemente aa2 .--,
das c lira a existiert, so dass c a, und ffir jedes x a stets x c

ist.
Hieraus kann man aber den allgemeinen Limesbegriff herleiten"

Wenn fiir irgendeine Folge positiver Elemente//2 "", lim l=O,

<= 2, ...)

gilt, so bezeichnet man lim=x0. Diese Definition stimmt mit der yon

Steen, dutch lira x, lira , iiberein, aber ist bequemer, um andere Kon-

vergenzen zu definieren.
Wit wollen Projektionen im allgemeineren Gestalt als Freudenthal

definieren. Zwei Elemente , y heissen zueinander orthogonal, wenn

1) Ausfiihrliches erscheint nichstens in Japanese Journal of Mathematics.
2) H. Freudenthal: Teilweise geordnete Modul. Proc. Akad. Amsterdam. 39, 1936,

S. 641-651.
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i1 i i--0 ist. Hierbei bedient man sich der Bezeichnung /--0,
---(-)/, I!--//-. Ffir je zwei , kann man stets

deutiger Weise im Gestalt --/ ausdr/icken, so dass zu ortho-
gonal, und zu jedem, zu orthogonalen Element orthogonal /st.
Dieses heisst die Projektion yon auf , und man bezeichnet mit
[]. Dann kann man leicht beweisen, dass [] ein 1/nearer Operator
in 3 ist. Daher nennen wir [] Proer. Jeder Projektor ist be-
schrinkt, stetig und positiv, d.h. [] 0 f/it 0.

ber Projektoren bestehen mehrere Sitze wie Projektionsoperatoren

im Hilbertschen Raum, z.B. [] []- [], [I I] [], E[],--E[],--[P][q]:[q][P]:[IPilql], [P]/[q]:[IPliql]/[IPliql]. Wenn
p, q zueinander orthogonal sind, so gilt [p/q] [p]-i- [q]. Wenn
P,.I "’, lim ]p ]= ]p] ist, so gilt fiir jedes lim [p]=[p] . Wenn
der lineare Operator [p]-[q] positiv in !l ist, so schreibt man [p] [q].
Dafiir, dass [p] [q] sei, ist notwendig und hinreichend, dass [p] [q]=
[q] [p]=[q] ist.

Durch diese Projektoren kann man leicht die Spektraltheorie in
bilden. Dafiir muss man aber Stieltjsche Integrale erweitern. Ein
Schar von Elementen a heisst von beschrgnkter Variation im Intervall
a /, wenn fiir jede Zerlegung des Intervalls a= 20 <: <::.--
,= stets , a,-a,_l 1 fiir ein festes Element l gilt. ()t) sei eine

stetige Funktion im Intervall a _/, und a eine Schar yon be-
schrinkter Variation. Dann kann man ganz ihnlich wie im Falle
reeller Funktionen die Existenz des Integrals beweisen’_

I: (t)da lim"2.oo-1 o(r,,)(aa,,-a,,,

Ein Element e heisst ein Tell yon p, wenn e zu p-e orthogonal
ist. Eine Schar yon Teilen e yon p heisst eine Zerlegung des p, wenn
fiir 2 :> ja ea e, und Jim ea-p, Jim e--0, Jim er--e ist. Jede

Zer]egung eines p ist stets yon beschrinkter Variation.
Fr je zwei a, p gibt es eine u nut einzige Zerlegung ea des

far die

gilt. Diese Zerlegung des p wird ja gegeben durch

e,-E(2p+-[p+] a)+-t- (i(p_ +[p_] a)+ p.

Im zweiten Teil betrachten wir besondere Operatoren, welche wir
Dilatatoren nennen. Alle Dilatatoren bilden einen Ring, yon welchem
irgendein Untermodul mit !l isomorph ist.

Definition. Ein linearer Operator T mit dem Definitionsbereich
) heisst ein Dilatator, wenn 1) iiberall dicht in !F, 2) T mit
jedem Projektor P vertauschbar aus a e ) folgt Pa e und TPa PTa,
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3) T abgeschlossen ist aus lim a=a, lim Ta b folgt a0 e und

Ta0 b.
Ein Element p heisst vollstndig in , wenn [p]=I ist, wobei I

den Identitsoperator in bedeutet. Im folgenden nehmen wir an,
dass [ mindestens ein vollsndiges Element umfasst. Dann gibt es
ein vollstndiges p in D. Sei a= Tp, so gibt es die Zerlegun e von p,
fiir die

Tp a Ia [p] a I:de
ist. Setzt man [e]=P, so kann man beweisen, dass man T in ein-
deutiger Weise im Gestalt

Tz

usdrOeken kann, wobe deses Inegr| nut fr z n konverK4er.
FOr dese Sehr yon Projektoren P |t, dss fr > j P >__ P, und
|m P=I, Hm P 0, |m P P, st. Wh" nennen so|ehe Sehm- yon

Projektoren eine Zer[egu9 der Ident. Fr ]ede Dlataor T
es ene enzge Zerle9u9 der Ide P, fr

@$, u ffir ]ede Zedegung der Iden$it$ erl$ man durch ds Inte-
gral einen Dilator. Damit ist die Sktralthrie von Dilamtoren
gebilde

Ein Dilatar heist regur, wenn in Definitionsreich aus dem
nzen Mul besteht. Jeder schrnk Dilamtor ist reeler, .ar
alle Dilatatoren sind nicht immer reeler. Daher kann man die Summe
und das Prukt zwder Dilamren dch die und das yon Oratoren
nicht definieren. Man kann aber wein" je zwei Dilamtoren T, T
hahn in ihren Definitionsreichen ,, , e vollstndiges Element p
gemeinsam, und, wenn ffir ein anderen Dilatator T3 T,p+T2p=T3p
gilt, so gehSrt jes z in zum Definitionsreich von T, und
T,z+T=T. Daher gibt es lches T3 in eindeutiger Weir. Wir
definieren T3 als die Summe v T,, T2, und zeichnen die Summe mit
T, T2. Dann ist die Menge aller Dilamren auch ein teilweise ge-
ordneter Modul. Hieri ist die Ordnung T, T, dch T, T, 0
definiert. Da ffir vollstndiges p und liebiges a einen und nur
einzigen Dilatator T gibt, so ds a= Tp ist, so zeichnet man T mit
[a, p]. Dann ist die Menge aller Dilatatoren [a, p] ffir alle a und ein
fes p mit isomorph unter der Zuordnung [a, p]a.

Ein teilweise grdneter Mul heisst vokommen, wenn ffir
jer Folge a,, , ..., deren je zwei zueinander orthogonal sind, die
Reihe a,++.-- ste konverert. Dann ist der Mul aller Dilam-
ren vollkommen. Wenn vollkommen ist, so sind alle Dilatatoren
in reeler, und der Modul aller Dilatatoren ist isomorph mit .

In hnlicher Weise kann man d Produk$ zweier Dilamtoren T,,
T definieren: T, O T2. Dann bilden alle Dilatatoren dnen Alhen
Ring.



440 H. NAKANO. [Vol. 16

Nun definieren wit teilweise geordnete Ringe abstrakt.
Definition. Ein teilweise geordneter Modul 9 heisst ein eilweise

geordneter Ring oder ein redler Ring, wenn das Produkt zweier Ele-
mente wie folgt definiert ist" 1) (ab) c= a(bc), 2) ab+c) ab+ac,
(b+c)a=ba/ca, 3) a(ab)=(aa)b=a(ab) fiir jede reelle Zahl a, 4) aus
a => 0, b 0 folgt ab O, 5) es gibt die Einheit 1 ::> 0" al=la=a fiir
jedes a, und 6) aus a 1=0 folgt a=O.

6) ist nicht anders als die Bedingung, dass die Einheit vollstndig
in ist. Man kann auch beweisen, dass man 6) durch die folgende
Bedingung erstzen kann" a(b c)=ab ac, (b c)a=ba f ca fiir
aO.

Indem man Dilatatoren in 9 betrachtet, kann man beweisen, dass
fiir je zwei a, x e 9 [a, 1]x=ax gilt. Hieraus folgt, dass der Dilatator
[a, 1] fiir jedes a regulir ist. Weiterhin ist 9 Abelsch und mit dem
Ring aller regulren Dilatatoren isomorph.

Wenn 9 vollkommen ist, so sind alle Dilatatoren regulir, und folg-
lich ist 9 mit dem Ring aller Dilatatoren isomorph. Man kann auch
beweisen; daffir, dass ein reeller Ring vollkommen sei, ist notwendig
und hinreichend, dass jedes vollstindige a sein inverses a- besitzt"

Steenscher reeller Ring ist daher vollkommen, denn er nimmt als
Axiom, dass jedes vollstindige Element sein inverses besitzt.

Man braucht nicht anzunehmen, dass der reelle Ring Abelsch sei,
da die Vertauschbarkeit beweiSbar ist. Wenn man 6) weglisst, so ist
die Vertauschbarkeit nicht mehr beweisbar.

Drittens betrachten wir komplexe Ringe, welche aus reellen. Ringen
hergeleitet sind, wie man im Falle komplexer Zahlen getan hat.

9 sei ein reeller Ring. Durch z=x/iy, x, y e.9 erhilt man den
komplexen Ring . Bezeichnungen im komplexen Zahlen sind auch hier
benutzt fiir z x+iy, 9tz x, z y, x- iy, z (+y2)1/2, da man
beweisen kann, dass ffir a :> 0 es ein und nur einziges z :> 0 gibt, fiir
dasz=a ist.

Man kann Projektoren ganz ihnlich wie im Falle reeller Elemente
definieren, und erhilt hnliche Sitze. ber den Limesbegriff ist es ganz
ihnlich wie im Falle reeller Ringe.

Dilatatoren in $ werden auch ihnlich definiert. Dabei braucht man
aber die Bedingung hinzuzufiigen, dass aus z e, e folgt. Dann
kann man jeden Dilatator T in $ als T=[a, p]i[b, p], a, b, p eg,
schreiben" der Defiaitionsbereich besteht aus allen z=z+iy fiir je
zwei, in den Definitionsbereichen yon [a, p] und [b, p] gemeinsam ent-
haltene z, y, und fiir solches z gilt

Tz ([a, pJx- [b, p] y)+i ([a, ply+[b, pJ x)

Alle Dilatatoren bilden auch einen komplexen Ring. Man kann
auch beweisen, dass ffir vollstndiges z und beliebiges w es stets einen
und nur einzigen Dilatator T gibt, fiir den w= Tz ist. Solchen Dilata-
tor T beheichnet man mit [z, w]. Dann gilt [u,z])[v, w]=[uv, zw],
[u, z] [I u I, z I], [u, z] Iv, w] [uw/zv, zw], und fiir lira u uo,

lim [u, z] [u0, z].
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Aus T-[, p][b, p] erhilt man die Spektraldarstellung yon T
durch Projektoren. Sei

und setzt man E(A)=(E,-E,)(F,-F,) fiir das halbabgeschlossene
Intervall A in der komplexen Ebene G" = <: , z <= ,, so er-
hilt man in eindeutiger Weise fiir =i/i

.Zuletzt definieren wir verschiedene Konvergenzen. Wenn im Ring
aller Dilatatoren lim[z, 1]=[z 1] ist, so heisst z,z, nach z0 D-
konvergent. Ein Element l heisst beschrnkt., wenn fir eine grosse
Zahl ja ll1 gilt. Wenn fiir eine Folge beschrinkter Elemente
l >/2 >"’, lim l 0, ja z-zol - l gilt, so heisst z, z, nach Zo

B-konvergent. Wenn fiir eine Folge positiver Zahlen 2 "",

lim 0, ja z-Zol 1 gilt, so heisst z, z2, nach Zo gleichg

konvergent.
Im Falle Abelscher Ringe von beschrinkter Operatoren im Hilbert-

schen Raum, stimmt die B-Konvergenz mit der starken Kovergenz, und
die gleichmissige mit der gleichmsige iiberein.

Als Anwendung kann man z.B. sogenannten Mittelergodensatz
leicht beweisen" wenn zi 1 ist, so gilt

Z+I-}-Z+2-B-lira 1 [1 z] 1.


