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23. Zum Durchschnittssatze in einartigen Ringen.

Von Eiiti KAMEL
Mathematisches Institut, Hirosima Universitit.
(Comm. by T. TAKAGI, M.LA., April 12, 1941.)

Bekanntlich gilt der Durchschnittssatz” im kommutativen Ringe mit
O-Satz. Aber leider wird die Giiltigkeit dieses Satzes nur auf Grund
der Voraussetzung des O-Satzes behauptet und ist der O-Satz nicht
die notwendige Bedingung dafiir, dass der Durchschnittssatz gilt. In
der vorliegenden Arbeit wollen wir dieses Problem, die notwendige und
hinreichende Bedingung zu suchen, im kommutativen einartigen Ringe®
R behandeln.

1. Notwendige Bedingung. Wir sagen, dass in einem Ringe R der
Idealquotienten-teilerkettensatz (oder kurz ,, Q. O.-Satz “) gilt, wenn jede
Teilerkette der Idealquotienten a Ca:a; Ta:aap < «----- im Endlichen
abbricht. Dann ergibt sich

Satz 1. Wenn der Durchschwittssatz in einem allgemeinen Ringe
R gilt, so st in R der Q. O.-Satz erfiillt.

Beweis. Wir konnen miihelos die Rechenregel a:a;ap=(a:qy):a,
beweisen, und fiir unseren Zweck geniigt es die Relation a < a:q; zu
untersuchen. Es sei a=qg gz ... N q, hach unserer Voraussetzung
eine unverkiirzbare Darstellung als Durchschnitt von endlich vielen
grossten Primarkomponenten, wo jedes Primédrkomponent qg; zu ver-
schiedenem Primideal p; (einschl. R) gehért. Dann ist bekanntlich

(1) AI@=qiarMN GG O e NGy 10y,

Dabei ergibt sich fir jedes ¢ (¢=1,2,...,n), dass entweder q;:a;=R
oder G;:a; ein 2u p; gehoriges (starkes) Primdrideal ist.

Denn, ist ersten a; < q;, so muss q;:a; =R sein. Ist zweitens a; &= p;,
so gilt q;:au=q; Ist drittens a;55q; und a; < Py, so muss q;:a; S b,

? < q; < gs:0; gelten, da q; ein zu p; gehoriges Primérideal ist. Ferner,
aus ab < q;:a;, bdiy; folgt @ < q;:a;; also ist g;:q; ein zu p; gehoriges
starkes Primérideal.

Wir kommen damit aus der Darstellung (1) durch die Weglassung
aller tberflissigen Primirideale q;:q;, d.h. aller derjenigen, die den
Durchschnitt der tibrigen umfassen, zu einer unverkiirzbaren Darstellung
aA1a=qi N e O Gy, m <, wobei q; die Form q;:a; hat. Ist p} das
zum Primérideal q; gehorige Primideal, so muss p; eines aus by, ..., b,
sein.

Wenn m <<u ist, so wird bei zwei unverkiirzbaren Darstellungen

1) Durchschnittssatz: In einem O-Ringe lisst sich jedes Ideal als Durchschwitt
von endlich vielen Primdridealen (stark) darstellen, a=a, ~ G~ ~ qn.

2) Ein Ring heisst ,,einartig “, wenn in R kein von ® und (0) verschiedenes
Primideal durch jedes von selbst und von ® verschiedene Primideal teilbar ist. Hier
sei es bemerkt, dass im einartigen Ringe nicht immer der O-Satz gilt. Vgl. S. Mori,
Allgemeine Z. P.1.-Ringe, Jour. Sci. Hirosima Univ. 10 (1940), 133,
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von a und a:q; die Anzahl der Komponenten von a:a; weniger als
dieselbe von a.

Wenn m=n ist, so miissen die zu a gehorigen Primideale identisch
mit den zu a:q; gehorigen Primidealen sein. Hier haben wir zu zeigen,
dass fiir mindestens eines aus © (1=1, 2. ..., n) der Exponent p; von q;:0;
weniger als der Exponent p; von q; ist. In der Tat ist klar p; < p; fir
jedes 7; denn beide Primérideale q;:q; und q; gehoren zum selben Prim-
ideal p;, Da a Ca:q ist, muss g; < g;:q fiir mindestens eines ¢ sein.
Also fiur solches ¢ gibt es ein durch gq;:qa; aber nicht durch q; teil-
bares Element . Danach gilt a, < p; und daraus folgt pri a; < p2 < s,
pi S gra. Das zeigt pf < pi—1.

Wenn wir die Ergebnisse zusammenfassen, so erhalten wir, dass
bei jeder Teilerkette von Idealquotientienten entweder die Anzahl der
Komponenten sich vermindert oder mindestens ein Exponent der Kom-
ponenten immer weniger als der Vorginger werden muss. Darum muss
die Kettea CTa:aq; Ta:qyap << --- -+ nach endlich vielen Schritten schliess-
lich zum Ende gelangen, und unser Satz ist bewiesen.

2. Hinreichende Bedingung. Ein Ring heisst ,, etnartig ¢, wenn
in R kein Primideal (ausser R und (0)) durch ein von R und von selbst
verschiedenes Primideal teilbar ist. In diesem Paragraphen sei im ein-
artigen Ringe R sets der Q. O.-Satz vorausgesetzt.

Um zu unserem Ziel zu gelangen, werden wir einige Hilfssitze
vorausschicken.

Hilfssatz 1. Fir ein beliebiges Ideal a gibt es mindestens ein Prim-
ideal p (eimschl. R) von der Ari, dass fiir ein durch a unteilbares Ele-
ment r p=a:(r) ist.

Denn, ist a nicht prim, gibt es zwei durch a unteilbare Elemente
ry, r; derart, dass 7r; <a ist, und damit erhalten wir einen echten
Teiler a;=a:(ry) von a. Ist a; nicht prim, so fahren wir gleichartig
fort. Dann folgt wegen des Q. O.-Satzes die Existenz des Primideals
p=a:(r), rfa.

Ein solches Primideal p, dass fiir ein Element » p=a:(r), r £a ist,
heisst ein 2u a gehoriges Primideal®. Hier sei es bemerkt, dass R selbst
das zu a gehorige Primideal, d.h. R=a:(r), r << a sein kann.

Hilfssatz 2. Es gibt nur endlich viele verschiedene zu a gehorige
Primideale.

Es seien ndmlich p;, Py, ... alle von R verschiedene, zu a gehorige
verschiedene Primideale. Da im einartigen Ringe jede zwei Primideale
p; und p; ({==7) durch einander unteilbar sind und da p; die Form
p;=a:(r;), r;d-a hat, so gibt es ein Element s von der Art, dass
S Py Pig, SP; ist, also gilt sr; ¢Ca, und folglich r; dCa:py... pi1.
Anderseits ist (r;)p; < a, ndmlich 7; <a:p;... p;. Danach ist a:py--- p;
ein echter Teiler von a:p;... p;;, und nach dem Q.O.-Satz muss die
Teilerkette der Idealquotienten a:p; Ca:ppp < -o-o- im Endlichen ab-
brechen, und daraus folgt die Endlichkeit der zu a gehérigen Primideale.

1) Diese Definition wird bei S. Mori beniitzt. S. Mori, Uber Ringe, in denen die
grossten Primédrkomponenten jedes Ideals eindeutig bestimmt sind, Jour. Sci. Hirosima
Univ. 1 (1931), 170.
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Hilfssatz 3. Essein by, ..., pn alle 2u a gehirigen Primideale (einschl.
7;+1 .

R). Dann gilt wegen des Q.O.-Satzes a:pit  Caipri=aipyt =-oeee
fiir ein n;.  Fir diese n; (1=1, 2, ..., m) gilt es ferner

714470 m
L Pt S a.

Beweis. Gehen wir aus von a:pf* und bilden wir die Teilerkette
a:pip, < o Capprz, und dann die Kette a:pPipdeps < «oeeee , WS W.,

so gelangen wir schliesslich zum Ideale b=a:pppge... pym  Ist pP ...
P < a, so ist unsere Behauptung einleuchtend. Im folgenden soll da-

mit bewiesen werden, dass aus 7 ... p,™ < a ein Widerspruch folgt. Ist

b ein zu a gehoriges Primideal p; (einschl. b=%R), so ist pP*... p'?i“

wm g und aus a:pri=a:p;iT folgt damit ein Widerspruch pipie...

pom < a. Wenn b dagegen nicht prim ist, so gibt es ein Primideal
p=b:(a), a &Cb (einschl. p’=NR), und damit erhalten wir einen echten

Teiler & =b:y’ von b. Dann ist b'p’ < b, also muss p'pp ... pm < by ...
Py < a und daher b S a:ppp...p,m sein. Ist P ein zu a gehoriges
Primideal p; (einschl. R), so gilt & Sa:p...pii ... ppm=b, Ist da-
gegen =N kein zu a gehoriges Primideal (auf Grund der Einartigkeit
von R), so gilt auch & S a:Rp ... pur S a:pp*ipgz ... pom=h, da R 2y
ist. Das widerspricht gegen o >b0. q.e.d.

Es sei p; ein zu a gehoriges Primideal und sei ai=(a, p;?), wobei

n; eine solche Zahl bedeutet, dass a:pr’  Ca:pri=a:pyt =-eeee ist.

Es sei q; das Ideal aller Elemente aus p;, die durch Multiplikation mit
einem geeigneten durch p; unteilbaren Elemente in Element von a; ver-
wandelt werden konnen. Dann ist a < aj < g; und q; st ein zu »; ge-
horiges (starkes) Primdrideal. Denn aus ab < q;, b < p; folgt abr < aj,
rdip; und daraus folgt @ <q;, da brdip; ist. Ausserdem gelten
q; < p; und p;* < q; Soleche Primérideale q; heissen die zu p; gehirigen
Primédrkomponenten von aP,

Mit Hilfe der soeben gewonnenen Hilfssdtze sind wir nun imstande,
die hinreichende Bedingung zu beweisen ;

Satz 2. Wenn im einartigen Ringe R der Q. O.-Satz gilt, so gilt
auch der Durchschnittssatz.

Beweis. Es sei a ein beliebiges Ideal aus R. Ist R ein und nur
ein zu a gehoriges Primideal, so ist a nach Hilfssatz 8 ein zu R ge-
horiges Primédrideal und unser Satz ist schon bewiesen. Nun seien
P1, «-+ P alle von R verschiedenen zu a gehorigen Primideale und g;
die zu p; gehdrigen Primirkomponenten von a. Dann missen wir zwei
verschiedene Fille unterscheiden.

I. Essei a=q g ... Vqu. Dann ist der Satz fertig.

II. Essei gge ... NG > a. Erstens konnen wir beweisen,
dass R=a:(r), r L a fiir ein Element = gilt. Denn es gibt das durch

1) Zur Definition der Primdrkomponent von a vgl. W. Krull, Idealtheorie in
Ringen ohne Endlichkeitsbedingungen. Math, Ann. 101 (1929), 729.
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01O Gz N .- O\ Gy aber nicht durch a teilbare Element 7y, und fiir ein Ele-
ment 7, & p; gilt 7ol < (a, p;?) (=1, 2, ..., m’), und nach Hilfssatz 3 ist
PPt .. Pt pe R o, Danach kommt das Produkt des Ele-
mentes 7; mit dem durch p; unteilbaren Elemente r; in a. Setzen wir
nun b=a:(r), so muss ry <b, r{ &p; (¢=1,2,...,m) sein. Da fir
ein zu b gehoriges Primideal p und ein Element 7, p=b:(rp), ro b
gilt, ist p=a:(rr), rroLa, also ist p ein zu a gehoriges Primideal.
Aber aus { <bZp, v &p; (1=1,2,...,m") folgt p==p; (=12, ...,
m’). Da R ein einartiger Ring ist, so muss damit R=p=a: (rmry),
rroa und folglich R ein zu a gehoriges Primideal sein. So haben
wir einen echten Teiler ay=a:R von a.

Zweitens: Wenn wir beweisen konnen, dass fiir eine hinreichend
grosse ganze Zahl n der Durchschnitt (R” a) nq, durch a teilbar ist,
so gilt a=qg g oo A G N (R”, )P, und daher folgt unser Satz.

Zu diesem Zwecke sei

AT GEN GO o O G N (R, Q)

fir eine hinreichend grosse ganze Zahl n, dann gibt es ein durch
G OGO eee O G N (R™, a) aber nicht durch a teilbares Element 7y,
und nach dem im ersten Falle gewonnen Resultat gilt R=a: (ry),
mroda und daraus folgt riry < a, da ap=a:R ist. Also erhalten wir

(6] rroa, rre < (R, a) N ag.
Setzen wir nun P AP oo N Pry=9, dann ist nach Hilfssatz 3
(2 PSa

fir eine grosse Zahl k(> m-+ng+--+n,). Ausserdem konnen wir
ein Element p auswihlen, das durch keines aus py, -.., P teilbar ist.

Bilden wir das Ideal a;= ((p), {3), so wird R ein und nur ein zu a; ge-

horiges Primideal. Denn im einartigen Ringe sind jede zwei von R
verschiedene Primideale p; und p; (7 == ) durch einander unteilbar. Aus
Hilfssatz 3 folgt danach

(3) R=0(a)), R*¥=0(p*, p*79, ..., p*%% ..., )
und aus (2) und (8) ergibt sich
4) R=0((p*"),a) fir n=2kl.
Ist a¢ ein beliebiges Element aus (R", a) ™ a,, so folgt aus (4)
(5) a=rp*  (a).

Aus gy=a:R folgt damit ap=rp*'=0(a). Anderseits ist nach dem
Q. O.-Satze

a:(pf)=a:(p*H)="--- + R

1) Das Ideal (R%, a) wird als ein zu R gehoriges Primérideal angesehen.
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fur ein %k, da jede Potenz von o durch a unteilbar ist. Daraus er-
halten wir 7'50((1:(10’c+ 1)) und folglich ist 'rEO(a: (p")). Also muss a,

nach (5) ein Element aus a sein, und daraus erhalten wir einen Wider-
spruch 77y < a gegen (1). Also ist unser Satz vollig bewiesen.

Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen :

Im einartigen kommutativen Ringe R ist der Q. O.-Satz notwendig
und hinreichend dafiir, dass in R der Durchschnittssatz gilt.



