No. 4.] 87

PAPERS COMMUNICATED

22. Sur la theorie des espaces a connexion conforme
normale et la geometrie conforme
des espaces de Riemann.

Par Kentaro YANO et Yosio MuTO.
Institut de Mathématiques, Université Impériale de Tokyo.
(Comm. by S. KAKEYA, M.LA., April 12, 1941.)

La géométrie conforme des espaces de Riemann a été tout récem-
ment étudiée par MM. A. Fialkow®, V. Modesitt?, S. Sasaki® et les
présents auteurs”. Nous avons déja remarqué ailleurs® que pour étudier
la géométrie conforme des espaces de Riemann, il est bien commode
d’y introduire la connexion conforme normale et d’utiliser le repére de
M. O. Veblen®.

Le but de la présente Note est d’étudier la géométrie conforme
des espaces de Riemann 4 l'aide de la connexion conforme normale
ainsi introduite et du repére mobile de M. Q. Veblen. Le détail sera
publié ailleurs.

§1. Les espaces a connexion conforme normale.

Considérons un espace & connexion conforme et prenons un repére
mobile [4,, 4y, ..., 4,, AL, & chaque point de Vespace, satisfaisant aux
relations

(1.1) A0A0= Aoero_—"AoA,l:AooA,l:O s A(]Aoo= -1 y AxAﬂ=g,m7),

A, étant le point courant de l’espace. Alors la connexion conforme
sera représentée par les formules de la forme
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(1.2) dAB=w§AC N

ou les formes de Pfaff oG satisfont aux équations

(1.3)

{ w8°=w20=0, w(l}gﬂﬂ_w:=0, wgogl#—w,?»C:O’
o)t 02=0, wigytolg=dg, .
Parmi les repéres satisfaisant aux (1.1), on peut choisir une famille

pour laquelle on a wf{=du’. TUn tel repére s’appelle repere semi-naturel.
Dans ce cas, en posant

(L4)  o}=pdw, of=ofdw, I5=0h—05p,, H5H=0%,
on obtient

I=ab,, I%=IE=0, Ii=68,
(1.5) 14, ={4}—0ip,— 3put 9"*DeGp »

5=, M%,=-2p,, I&=¢"I,, l%=06%,

ot 'on désigne par {2} les symboles de Christoffel. Cela étant, la
courbure de ’espace est définie par

(1.6) ddAp—ddAg= 9%, dwdu’A,.
21 12 12

Si la condition 24,=1II%,—II2,=0 est satifaite, I'espace est dit sans
torsion, ce que nous supposerons dans la suite. Une connexion con-
forme dont le tenseur de courbure C%,,=2%,,—052),, satisfont & la
condition C%,;=0 sera dite normale. Si la connexion est normale, on
peut, parmi les repéres semi-naturels, choisir un repére par rapport
auquel les composantes de la connexion sont

1]91»=__Euy, + 9wl

R, 4 o:R

n—2 2n—1)(n—2)"°

”fzxa:{/fv} b II:ZJ:gMV? H8V=H:V=”2°V=H5:=O’

\H&v=3ﬁ ’ II§0=3§,

(1-7) [ ”‘/}"" =~

oi R, et R sont le tenseur de Ricci et le scalaire de courbure formés
avec les g, respectivement et C4,, coincident avec le tenseur con-
forme de courbure de M. Weyl. Nous appelons un tel repere le repere
de M. O. Veblen. On voit bien que si l'on a un espace de Riemann
dont le tenseur fondamental est g,, on peut lui associer une connexion
conforme normale, les composantes de la connexion étant parfaitement
déterminées en termes de g,,.
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§$2. Théorie des courbesP.
En employant le parameétre projectif ¢ défini par

@ (o
3| ds? 1 ou” o*u’ du” du’
1) {fsy=08_3|d"| 1, —11,
@1 {ts}= dtz_dt_ 2 "o o ™ ds ds
ds ds

ol s désigne 'arc de la courbe et /s la dérivée covariante le long de
la courbe, nous avons obtenu les formules de Frenet dans la géométrie
de la connexion conforme,

—dt - 4d -4a d g__3
o ds 4o, <§ dt (I)S)’ (“zs; dt (.IS;, dt &S; ug)’,
(2.2)
b g=_hs+is, ¢ S5=-%S+iS, .., L §=-3%8,
dt & © @ dt @ [E ) dt (o) [3)
ot S et S sont des points et S, S, ..., S, S n sphéres unitaires et
) @) 1) (3) (n) ()

orthogonales entre elles qui passent par les points § et ,g En partant
) (

de ces formules, on peut obtenir les formules conformes de Frenet pour
une courbe dans un espace de Riemann,

;ﬂ=i’“—‘, =V, DJ‘—kJ*

ds 2 Ds 2
(2.3) D 4 5 D
— Ji=—kJ kT, ... J"—-—k 4
Ds 3 2 + 4 Ds » J
ol

gm{lz{”= 0ap »

yiz Ut gl_u_’lg u” w’  du* R, duw* dw _ R, dw’
o  ds " d® d  ds m—2 ds ds n—2 ds

D A = 3 A s i y23 v
Dséj 6357 Jg’“’(asg)if

par exemple. Ces formules coincident bien avec celles qui sont déja
obtenues par un des présents auteurs®. Les courbes pour lesquelles
V?=0 s’appellent circonférences généralisées.

1) A. Fialkow, The conformal theory of curves, déja cité.

Y. Mut6, On the generalized circles in the conformally connected manifold,
Proc. 15 (1939), 23-26.

S. Sasaki, On the theory of curves in a curved conformal spaces, Sci. Rep.
Tohoku Imp. Univ. 27 (1939), 392-409.

K. Yano, Sur les circonférences généralisées dans les espaces 4 connexion con-
forme, Proc. 14 (1938), 329-332. Sur la théorie des espaces i connexion conforme,
déja cité.

2) K. Yano, Sur la connexion de Weyl-Hlavaty et ses applications & la géométrie
conforme. Proc. Physico-Math. Soc. Japan. 22 (1940), 595-621.
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§8. Les sous-espaces dans un espace & comnexion conforme®.

Un sous-espace 4 m dimensions étant défini par les équations
paramétriques u*(u?), nous allons introduire un repere [A;, A; Ap, As)
par les formules

AO =A0 ’
A; = B}A,,

B\ A,=BiA+B4,,

A;,=%B§°B13°Ao+ BBy A+ A..,

A
Bj= gz 01uBiBi=0 et g,.BsBy"=0pq.

1,

Alors, les spheres A, A; Ap et A satisfont aux équations
(3 2) { A(')A():AJvo'o:A()A,,,:ASoA,:O . AoAp=A«,Ap=Ao'oAP=0 ,
) A()Ao'o= -1 ’ A,-Ak=g,~k=gﬂ,,B;~“B;c” . APAQ——-apQ .
Pour déterminer B;’, nous supposons que la moyenne de dAidAp
par rapport & du’ s’annule. Alors, on obtiendra
(3.3) Bi'=g. (L gj"H;«}c“) Bif=1 Hyp,
m m
oll nous avons posé

A .

9usHi*Bof=Hyp et HYyp=g"Hyp,

{}} étant les symboles de Christoffel formés avec les g;. By’ etant
ainssi déterminé, on obtient

dAdAp=— g, M By dwidu¥  on M}}c‘=H}}c”—%gij"‘H%h‘-

Le tenseur Mj;* joue le réle du second tenseur fondamental®.

$4. La connexion conforme induite sur le sous-espace.

La connexion conforme de l’espace ambiant peut étre, par rapport
au repere [A;, A;, Ap, A, exprimée comme il suite:

d4; = du’d;,

dA; = I%du* Ay ITidu® A;+ I pdu A p+ T5du*As,
dAp=I1%,du* Ag+ Iy du® A;+ M pordu®Ag

dA.= T duP A+ Msprdu* Ap .

4.1)

1) K. Yano et Y. Mutd, Sur la théorie des hypersurfaces dans un espace a con-
nexion conforme. Proc. 16 (1940), 266-273.

2) K. Yano, Sur les équations de Gauss ......, déja cité.
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En calculant ces composantes, on trouve

_ 1
2(n—1) (n—2)

1

H(J)k = _____R#VB;_;LB;CV_‘_ gij
n—2

HYpH™, 0051 »

- Ly “pHjp+
m

(4.2) .
1= ”j"l"H!lP; B L
m

2m?

RﬂvBIBuB;cy - ',3‘?”— LPQkH?lQ ’

n—2
i, ={4), Upp=Mpp, Hor=—9"Mup, Hpor=Lper,
) s . .
I =g, Hix=9"1%, Hupr=I%;,

oll nous avons posé
Mp=0,.M3'Bp" et Lpor=9:1.Br' 1Bo",

le point-virgule désignant la dérivée covariante.
Une considération géométrique nous conduit & définir la connexion
conforme induite sur le sous-espace par

5A0 = duiAi ’
(4.3) 3A_7 = H?kd%kAo'l‘ H}kd%kA@ + H;'Z;dukAo'o s
3As= T duFA; .

§5. Les équations de Gauss et de Codazzi.
En définissant le tenseur de courbure de I'espace plongé par

(5.1) BBAK—33AK= .Qkkhdu'“duhAL y
21 12 1 2
on obtient
(5.2) 'Q(}kh'i' *;7 M H'y n+ M3/ By 115, — —,'% M3 HY 5
- jhuBkVH(/)w = B;ng}a: wo —’)%’L- HfuBﬁi’waw s
(5.3) Lo — M3 M+ M M, = B5Clve »
(5.4) Mvp; n— Minp; 1+ Mg Lorn— MjngLopr

+ gjk(‘L HYp, 1+ BBy 115, — 1 LponH fza)
m m

- gjh<l H%lP; k +Bi-’”B;cv[I{/’w - —1‘ LkaHle>
m m

— 2
- BPAB;%‘: Cuvw ’
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1 7 .. i e A - e DeuD v D
HYyi=09"Hin", M4y:=9.,9"M", Biw=B}Bi’B;°,

Yin=BLy2Bik, Bh=9"9,,B" et Bp;=g¢,.B".

Les équations (5.3) sont les équations de Gauss et (5.4) celles de
Codazzi. On peut en réduire facilement les équations de Gauss et de
Codazzi dans la géométrie conforme des espaces de Riemann. Des
équations (5.3), on obtient le

Théoreme I: La condition nécessaire et suffisante pour que la con-
nexion induite sur le sous-espace dams espace & conmexion conforme

normale soit aussi normale est que Ch,, et Mj* satisfassent aux équa-
tions

(5.5) B‘/‘IIB.'%C/%WM= M‘;"I;'LAM"-nkl ’

ou
°=Bi,B" et BY=ByBy .

Si le sous-espace est une hypersurface, les équations (5.5) nous
donnent Mj;,*=0, donc on a le

Théoreme IIP : La condition mécessaire et suffisante pour que la
connexion induite sur une hypersurface dams un espace & connexion
conforme normale soit aussi normale est que Uhypersurface soit totale-
ment ombiliqué et B4B%C%,,=0.

§6. Les courbes sur le sous-espace.

(i) Les parametres projectifs.

Considérons une courbe u’(z) sur le sous-espace oll r est un para-
meétre projectif quand on la regarde comme étant celle du sous-espace.
Quand on la regarde comme celle de I'espace ambiant, on désigne par

t le parameétre projectif. La relation entre deux parameétres projectifs
t et = sont donnée par

g k 13 l
6D = L, O 200 0

oii {t,s} et {r,s) désignent les dérivées schwarziennes. Done, nous
avons le
Théoreme III: La condition nécessaire et suffisante pour que les

dewx parametres projectifs t et v coincident toujours & une transforma-
tion projective pres est que

(6.2) MG My, =0.

Corollaire :  Sur un sous-espace totalement ombiliquée, deux para-
metres projectifs t et © coincident toujours.

(ii) Les circonférences généralisées sur le sous-espace.
Par un calcul direct, on obtient les équations suivantes:

1) S. Sasaki, Geometry of conformal connexion. Sci. Rep. Té6hoku Imp. Univ. 28
(1940), 219-276. On a remarkable property of umbilical hypersurfaces in the geometry
of the normal conformal connexion. ibidem. 29 (1940), 412-422,
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g, S 2 M)
os? ds os? s ds " ds ds ¥ ds

(6.3) B?l( Ful  dut Fut Pw dwt e dut dw

= 0w du? g Fwl Pub_ dut oy dw du®
o8 ds o oFf ds ' ds ds

i du® vanp: AW du® du®
Iy S ppsa g, S A" du”
e e T M My s s
du’ /.. dw’ du® du® dut
QU gy oQu” du’ dw
togs M M s ds ds
SBut | du? Sfu* 2w dut du* du’ dw”
64) B v - o &% Y i, &Y
6.4) P‘<ass ds 7 o2 o ds ™ ds ds | ds)

j k j 2 b . A
=3MkPﬁ _dl +BP/1M.‘. A du" du du ”0 d’u
os® ds

gk b Pk T

ds ds ds ds

Le sous-space sur lequel on a
Ot M Minya= 9mMi? MYy, et par suite M My = 9ci9uwM

étant appelé sous-espace quasi-ombiliqué, on obtient

Théoreme IV : Une circonférence généralisée de Uespace ambiant
sur un sous-espace totalement quasi-ombiliqué est aussi une circonférence
généralisée du sous-espace.

Corollaire : Une circonférence généralisée de I’espace ambiant sur
un sous-espace totalement ombiliqué est ausst une circonférence généralisée
du sous-espace.

Théoreme V : La condition nécessaire et suffisante pour que toutes
les circonférences généralisées d'une hypersurface soient tougours les cir-
conférences généralisées de Uespace ambiant est que Uhypersurface soit
totalement ombiliquée.

(iii) Les courbes autoconcourantes sur le sous-espace.

On peut définir les courbes autoconcourantes de M. Haimoviei par

d?od; A= d*pA; A=
(6.5) —ap 0 et —agp i 0.

Les équations des courbes autoconcourantes étant

Sut |, dut ol ot dut 5 dw du® i du®
6.6 -+ ; — I, =2 2 Iy =2
(6.6) o ds o o2 ds " ds ds *ds
cawnpe AW du® du®
- G

du’ 5. dw’ du® du® du'
22 M M, =0,
s MM s s ds
on a le
Théoreme VI: La condition nécessaire et suffisante pour que toutes
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les circonférences généralisées du sous-espace sotent les courbes auto-
concourantes du sous-espace est que le sous-espace soit quasi-ombiliqué.

Corollaire : Sur un sous-espace totalement ombiliqué, les circon-
férences généralisées et les courbes autoconcourantes coincident toujours.

8$7. Les sous-espaces & deux dimensions.

En appelant ombilic du second ordre, un point ot Hji'=g;H* et
Hj;A ,=gH?%, sont valables, on obtient le

Théoreme VII: Etant donnés, dans un espace de Riemann, deux
directions et un vecteur orthogonal & ces directions en un point fixe, il
existe toujours un sous-espace & deux dimensions passant par ce point
et tangent aux deux directions dommées qui a ce point comme ombilic
du second ordre, le vectewr donné étant le vecteur de courbure en ce
point.

Ce théoréme est trés utile pour étudier les propriétés des circon-
férences généralisées. Enfin, on démontre un théoréme analogue & celui
de M. J. A. Schouten sur le sous-espace & deux dimensions.

Théoreme VIII: La condition mécessaire et suffisante pour qu’il
existe toujours un sous-espace & deux dimensions totalement ombiliqué
passant par n'importe quel point et étant tangent aux deux directions
arbitraires en ce point et de plus dont le vecteur de courbure moyenne
est désigné a priori est que Uespace ambiant soit conforme & un espace
euclidien.



