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Sur la thorie des espaces connexion conforme
normale et la gomtrie conforme

des espaces de Riemann.

Par Kentaro YANO et Yosio MUTO.
Institut de Mathmatiques, Universit6 Imp6riale de Tokyo.

(Comm. by S. KAKEYA, M.I.A., April 12, 1941.)

La g60m6trie conforme des espaces de Riemann a 6t6 tout r6cem-
ment 6tudi6e par MM. A. Fialkow’, V. Modesitt>, S. Sasaki et les
pr6sents auteurs4. Nous avons d6j remarqu6 ailleurs5 que pour 6tudier
la g60m6trie conforme des espaces de Riemann, il est bien commode
d’y introduire la connexion conforme normale et d’utiliser le repute de
M.O. Veblen6.

Le but de la pr6sente Note est d’6tudier la g60m6trie conforme
des espaces de Riemann l’aide de la connexion conforme normale
ainsi introduite et du repute mobile de M.O. Veblen. Le d6tail sera
publi6 ailleurs.

1. Les espaces connexion conforme normale.
Considrons un espace connexion conforme et prenons un repre

mobile [A0, A, ..., A, A], chaque point de l’espace, satisfaisant aux
relations

(1.1) AoAo=AA=AoA=AA=O AoA=-I AA=g,
A0 tant le point courant de l’espace. Alors la connexion conforme
sera reprsente par les formules de la forme

1) A. Fialkow, Conformal geodesics, Trans. Amer. Math. Soc. 45 (1939), 443-473.
The conformal theory of curves, Proc. Nat. Acad. Sci. U. S. A. 26 (1940), 437-439.

2) V. Modesitt, Some singular properties of conformal transformations between
Riemannian spaces, Amer. Journal of Math. 60 (1938), 325-336.

3) S. Sasaki, Some theorems on conformal transformations of Riemannian spaces,
Proc. Physico-Math. Soc. Japan. 18 (1936), 572-578.

4) Y. Mut5, On some properties of umbilical points of hypersurfaces, Proc. 22
(1940), 79-82.

K. Yano, Sur les 6quations de Gauss dans la g6om6trie conforme des espaces
de Riemann, Proc. 15 (1939), 247-252. Sur les 6quations de Codazzi dans la g6om6trie
conforme des espaces de Riemann, Proc. 15 (1939), 340-344. Conformally separable
quadratic differential forms, Proc. 16 (1940), 83-86. Sur quelques proprit6s conformes
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7) Les indices parcourent ]es valeurs respectives suivantes:

l, #, =1,2,3 n,

A, B, C, ....0,1,2 n, K,L,M, ....5, i
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(1.2) dAB tOCBAc

off les formes de Pfaff (oCB satisfont aux 6quations

(1.3)
0too ,o=0, o0ag =0, oga

to+to O, g+aag, dg

Parmi les repres satisfaisant aux (1.1), on peut choisir une famille
pour laquelle on a 0 =du. Un tel repre s’appelle repre semi-naturel.
Dans ce cas, en posant

(1.4) a,] p du wA a)AB,dU IIAB oAB, ABp, //BA0=$BA

on obtient

(1.5)

off l’on d6signe par (} les symboles de Christoffel. Cela 6tant, la
courbure de l’espace est d6finie par

(1.6) ddAB-ddAB= #B,,dudu’AA
21 12

Si la condition 90=Ha H 0 est satifaite, l’espace est dit sans
torsion, ce que nous supposerons dans la suite. Une connexion con-
forme dont le tenseur de courbure C,,B /2,,--0 satisfont la
condition Caw=O sera dite normale. Si la connexion est normale, on
peut, parmi les repres semi-naturels, choisir un repre par rapport
auquel les composantes de la connexion sont

(1.7)

How ___R___ + g,R
n-2 2(n- 1) (n-2)

II= Ra" + aaR
n-2 2(n- 1) (n-2)

off Rv et R sont le tenseur de Ricci et le scalaire de courbure form6s
Cv coincident avec le tenseur con-avec les gv respectivement et

forme de courbure de M. Weyl. Nous appelons un tel rep6re le repOre
de M.O. Veblen. On voit bien que si l’on a un es’pace de Riemann
dont le tenseur fondamental est gv, on peut lui associer une connexion
conforme normaie, les composantes de la connexion 6rant parfaitement
d6termin6es en termes de g.
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2. Thgorie des courbes).
En employant le paramtre projectif t dfini par

off s dsigne l’arc de la courbe et /s la drive covariante le long de
la courbe, nous avons obtenu les formules de Frenet dans la gomtrie
de la connexion conforme,

(2.2)

off S et S sont des points et S, S, ..., S, S n spheres unitaires et
(0) (2) (1) () (n)

orthogonales entre elles qui passent par les points S et S. En partant
(0) (2)

de ces formules, on peut obtenir les formules conformes de Frenet pour
une courbe dans un espace de Riemann,

(2.8)

off

J du kJ V D j kj
ds Ds

n+lD j k JD j kj+kj,

gJJ=3,

et

V
_ ou+ du

3s --g u 3u +_d_u

_
R,, du du R, du

ds ds ds n- 2 ds ds n- 2 ds

D j j j g,,(Ds --. -s
par exemple. Ces formules coincident bien avec celles qui sont dj
obtenues par un des presents auteurs2). Les courbes pour lesquelles
V=O s’appellent circonfrences gnralises.

1) A. Fialkow, The conformal theory of curves, d6j cit&
Y. Mut6, On the generalized circles in the conformally connected manifold,

Proc. 15 (1939), 23-26.
S. Sasaki, On the theory of curves in a curved conformal spaces, Sci. Rep.

T6hoku Imp. Univ. 27 (1939), 392-409.
K. Yano, Sur les circonffrences gn(ralises dans les espaces connexion con-

forme, Proc. 14 (1938), 329-332. Sur la thorie des espaces connexion conforme,
dj cit&

2) K. Yano, Sur la connexion de Weyl-Hlavat et ses applications la gom(trie
conforme. Proc. Physico-Math. Soc. Japan. 22 (1940), 595-621.
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3. Les sous-espaces dans un espace connexion conforme).
Un sous-espace m dimensions tant dfini par les quations

paramtriques u(u), nous allons introduire un repute lAb, A, Ap, Ah]
par les formules

off

A6 Ao
Ai B;aAa
A=BbAo+BbAa

1A; BbBAo+BiBbA+A

Ba- vua gauBaBi,=O et

Alors, les spheres A5, A, Ap et A satisfont aux quations

(3.2)
AbAb=A;A;=AbAi=A;A=O AbAp=AAp=A;.Ap=O

AbA: 1, AA g gz,B;.uB’ ApAQ pQ

Pour d6terminer B, nous supposons que la moyenne de dA6dAp
par rapport du s’annule. Alors, on obtiendra

(3.3)

o11 nous avons pos6

g,oH)Be- ikP et H.kp--g Hkp,

{} 6tant les symboles de Christoffel form6s avec les g. Bb etant
ainssi d6termin6, on obtient

dAbdAp gM;.’Bi,dudu off M;.’ H;’ 1__ggaH;.

Le tenseur M joue le rble du second tenseur fondamental2).
4. La connexion conforme induite sur le sous-espace.

La connexion conforme de l’espace ambiant peut tre, par rapport
au repre lAb, A, Ap, A], exprime comme il suite:

(4.1)

dA6 duA
dA IliduAb+II}duA+IIpguAp+IIduA:
dAB IISduA+IIk,dukAi+ IlpQkdUAQ

dA= II:du A+II:pduAp.

1) K. Yano et Y. MutS, Sur la th6orie des hypersurfaces dans un espace con-
nexion conforme. Proc. 16 (1940), 266-273.

2) K. Yano, Sur les 6quations de Gauss d6j cit6.



No. 4.] Sur la thorie des espaces connexion conforme normale. 91

En calculant ces composantes, on trouve

(4.2)

H} 1 . . 1RB B + gR
n-2 2(n- 1) (n-2)

1IPp= 1 H!zp: RuBiuB’ LpQkH.IQ
m n-2 m

// g, H= ,
off nous avons pos

Mp gM)’Bi et LpQk gBB
le point-virgule dsignant la drive covariante.

Une consideration gomtrique nous conduit dfinir la connexion
conforme induite sur le sous-espace par

(4.3)

Ab duA

A IIiduA+IIduA+IIduA;o
A IIduA

5. Les quations de Gauss et de Codazzi.
En dfinissant le tenseur de courbure de l’espace plong par

(5.1) AK--3AK-- 12duduaA
21 12 2

on obtient

(5.2)

(5.4)

h+ P h LpQhH!IQ

ghlH1 _BbB.ilo 1 LpQkH!IQ)

off
B -B"C
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Les quations (5.3) sont les quations de Gauss et (5.4) celles de
Codazzi. On peut en rduire facilement les quations de Gauss et de
Codazzi dans la gomtrie conforme des espaces de Riemann. Des
quations (5.3), on obtient le

Thorme I: La condition ncessaire et suffisante pour que la con-
nexion induite sur le sous-espace dans espace connexion conforme
normale soit aussi normale est que C et M’ satisfassent aux gqua-
tions

(5.5) "’BBC M M.
off

B B.B et BJ. BB’
Si le sous-espace est une hypersurface, les quations (5.5)nous

donnent M)’=O, donc on a le
ThdorOme IID La condition ngcessaire et susante pour que la

connexion induite sur une hypersurface dans un espace connexion
conforme normale soit aussi normale est que l’hypersurface soit totale-
ment ombiliqud et -0.

6. Les courbes sur le sous-espace.
(i) Les paramOtres projectifs.
Considrons une courbe u(r) sur le sous-espace off r est un para-

mtre projectif quand on la regarde comme tant celle du sous-espace.
Quand on la regarde comme celle de l’espace ambiant, on dsigne par
t le paramtre projectif. La relation entre deux paramtres projectifs
t et sont donne par

1 du du du duM"M(6.1) (t,s}=(,s}+ ds ds ds ds

off (t, s} et {r, s) dsignent les drives schwarziennes. Doric, nous
avons le

ThdorOme III: La condition ndcessaire et sujfisante pour que les
deux paramOtres projectifs et co’incident toujours une transforma-
tion projective pros est que

(6.2) M(iMa) 0.

Corollaire" Sur un sous-espace totalement ombiliqude, deux para-
mOtres projectifs t et r coincident toujours.

(ii) Les circonfdrences gnralisdes sur le sous-espace.
Par un calcul direct, on obtient les quations suivantes

1) S. Sasaki, Geometry of conformal connexion. Sci. Rep. TShoku Imp. Univ. 28
(1940), 219-276. On a remarkable property of umbilical hypersurfaces in the geometry
of the normal conformal connexion, ibidem. 29 (1940), 412-422.
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(6.3) u du u" u dC’ ilo,du duB" s--s g
5s s ds ds ds

53u du u $u du Ili du du
s +-s g s 3s d-- ds ds

du M du du du+]1;o-Mi/ " ds -ds ds

du M...M du du du dC+--s ds ds ds ds

(6.4) du u .u du
+--d-s-s g 3s 3s ds ds ds ds /

3Mp u du BpM’.’
3s ds

du du du 116
ds ds ds ds

Le sous-space sur lequel on a

(mZ"zij ,t"Xkh)2 Y(hm ij .k)A et par suite M(i ih) g(igkh)M

tant appel sous-espace quasi-ombiliqu6, on obtient
ThdorOme IV: Une circonfdrence gdndralisde de l’espace ambiant

sur un sous-espace totalement quasi-ombiliqud est aussi une circonfdrence
gdndralisde du sous-espace.

Corollaire Une circonfdrence gndralise de l’espace ambiant sur
un sous.espace totalement ombiliqud est aussi une circonf5rence gdndralisde
du sous-espace.

Thorme V: La condition ndcessaire et suffisante pour que toutes
les circonfdrences gnralisges d’une hypersurface soient toujours les cir-
confgrences gdndralisdes de l’espace ambiant est que l’hypersurface soit
totalement ombitique.

(iii) Les courbes autoconcourantes sur le sous-espace.
On peut dfinir les courbes autoconcourantes de M. Haimovici par

(6.5) dpA6 A6= 0 et dpA6 A 0
dt dt

Les quations des courbes autoconcourantes tant

u + du u ’u du [li du du + I1o du(6.6) -s g s s ds ds ds ds

M)’M du du du
" ds ds ds

du M...M du du du dC =0+ --Ss ds ds d--- --d-
on a le

Thorme VI La condition ncessaire et suffisante pour que toutes
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les circonfdrences gdnralises du sous-espace soient les courbes auto-
concourantes du sous-espace est que le sous-espace soit quasi.ombiliqu.

Corollaire" Sur un sous-espace totalenent ombiliqud, les circon-
fdrences ggndralisges et les courbes autoconcourantes coincident toujours.

7. Les sous-espaces deux dimensions.
En appelant ombilic du second ordre, un point off H’.’=gH et

H’.’; =gH sont valables, on obtient le
Thgorme VII: Etant donnds, dans un espace de Riemann, deux

directions et un vecteur orthogonal ( ces directions en un point fixe, il
existe toujours un sous-espace deux dimensions passant par ce point
et tangent aux deux directions donnes qui a ce point comme ombilic
du second ordre, le vecteur donn tant le vecteur de courbure en ce
point.

Ce thorme est trs utile pour tudier les proprits des circon-
frences gnralises. Enfin, on dmontre un thorme analogue celui
de M. J. A. Schouten sur le sous-espace deux dimensions.

ThdorOme VIII: La condition ndcessaire et suffisante pour qu’il
existe toujours un sous-espace deux dimensions totalement ombiliqu
passant par n’importe quel point et tant tangent aux deux directions
arbitraires en ce point et de plus dont le vecteur de courbure moyenne
est dsign a priori est que l’espace ambiant soit conforme un espace
euclidien.


