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31. Eine notwendige Bedingung fur die ein-
deutige Primfaktorzerlegung der Ideale
in einem kommutativen Ring.

Von Mikao MoRrivA und Yosi KOBAYASI
Mathematisches Institut der Kaiserlichen Hokkaido Universitét, Sapporo.
(Comm. by T. TAKAGI, M.I.A., May 12, 1941.)

Herr K. Kubo® hat neuerlich eine notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir aufgestellt, dafl sich in einem kommutativen Ring o
jedes vom Einheits- und Nullideal verschiedene Ideal eindeutig als Pro-
dukt aus endlich vielen, vom Einheits- und Nullideal verschiedenen
Primidealen darstellen 148t. Da die in der Kuboschen Arbeit angefiihrte
Literatur uns nicht so leicht zuginglich ist, so wollen wir in der vor-
liegenden Note zu zeigen versuchen, wie man mit moglichst elementaren
idealtheoretischen Vorkenntnissen seine Resultate erhalten kann. In-
zwischen wollen wir auch die von Herrn K. Kubo aufgestellte Bedin-
gung durch die folgende, ihr &dquivalente ersetzen, weil die neue Be-
dingung uns als eine hinreichende Bedingung zweckmaéifiger erscheint:

1) Es gibt in o das Einselement.

2) Nur ein nilpotentes Ideal kann das von Null verschiedene an-

nullierende Ideal® besitzen.

3) In o gilt der Teilerkettensatz fur Ideale.

4) Fir jedes Primideal® p gibt es zwischen p und p? kein echtes

Zwischenideal.

Voraussetzung.

Ein kommutativer Ring o besitze ein vom Einheitsideal o und
Nullideal (0) verschiedenes Ideal. Ferner sei in o jedes von o und (0)
verschiedene Ideal eindeutig als Produkt von endlich vielen, von o und
(0) verschiedenen Primidealen darstellbar.

Unter dieser Voraussetzung beweisen wir dann folgenden

Hilfssatz. o0?=o.

Beweis. Nach Voraussetzung existiert in o ein von o und (0) ver-
schiedenes Ideal; dieses Ideal besitzt einen von o und (0) verschiedenen
Primteiler . Da fiir ein Element a € p stets a? 3 0 ist, so gilt offenbar :

0020,
Wire nun o ein echter Teiler von 0% so bestinde nach Voraussetzung
folgende Primfaktorzerlegung®: o?=p;...... p,. Hieraus folgte fiir ein

1) Uber die Noetherschen fiinf Axiome in kommutativen Ringen. Journal of
Science of the Hirosima Univ., 10 (1940), 77.

2) Unter dem annullierenden Ideal eines Ideals a aus o verstehen wir die Gesamt-
heit der Elemente 7y von o, fiir die a(y) das Nullideal wird.

8) Wir rechnen o unter die Primideale und ebenso das Nullideal, falls es die
Primidealeigenschaft besitzt.

4) Unter einem Primfaktor eines Ideals aus o verstehen wir stets ein von o und
(0) verschiedenes Primideal aus o.
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p; b; =0, was aber ein Widerspruch ist.

Satz 1. Es gibt in v das Einselement.

Beweis. Wir greifen aus o ein von o verschiedenes Primideal p
und ein beliebiges, nicht zu p gehoriges Element a aus o heraus. Da
fir jedes n a™ 3 0 (p) ist, so ist stets a” 0. Wir betrachten zunichst
den Fall, wo (¢) 30 ist. Dann gilt ersichtlich (a)o =< (). Da (a)o 3= (0)
ist, weil a22=0 zu (a)o gehoért, so erhilt man die Primfaktorzerlegungen
(@)po=p;...... Py (@=pi ... pe Aus (a)0?*=(a)o folgt p;... po=p] ... Pjo.
Unter den Primfaktoren py, ..., P, b, ..., p; gibt es sicher einen mini-
malen, d.h. einen solchen, welcher keinen der iibrigen als echte Teil-
menge enthdlt. Es sei etwa p; ein derartiger Primfaktor. Dann muf
Pt ... poo durch b, teilbar sein, und da p; ein Primideal ist, so gibt es
unter pi ... p; ein Primideal, also etwa pj, welches in b, enthalten ist.
Wegen der Minimaleigenschaft von p, muB daher p;=p{ sein; dann ist
(po) Pz -+ P=(p0) p3 ... P;. Nach Voraussetzung miissen Py, ..., p, und
Py «+, Do bis auf die Reihenfolge iibereinstimmen. Also ist (a)o=(a).
Folglich gibt es ein Element ¢ derart, da8 au=a. Hieraus folgt ohne
weiteres (¢)=o, weil sonst das Ideal () (¢)=(a) zwei verschiedene Prim-
faktorzerlegungen besitzen miisste. Wenn (a)=po ist, dann konnen wir
uns a selbst als # denken. Da (¥ =o0?=p=(y) ist, so gilt: u=p%+
npt=p(pE+mnp), wo € ein Element aus a und » eine ganze rationale Zahl
bezeichnet. Setzt man hierbei 7=pgE+ny, so gilt fir ein beliebiges
Element r=p{=mp aus o, 7=)+mle)=pl+mp=r; d.h. 7 ist
das Einselement von o.

Satz 2. Jedes vom Nullideal wverschiedene Primideal aus o st
teilerlos.

Beweis. Fir das Primideal o bleibt nichts zu beweisen. Es sei
also b ein beliebiges, von o verschiedenes Primideal, und a ein nicht zu
p gehoriges Element aus 0. Dann ist offenbar (a, p)?=(a? ap, p?) < (a2 p).
Wir zeigen zunichst (a, p)?=(a?, ).

Angenommen, es wire (a, )23 (¢? p). Dann existieren die Ideale
a,b, ¢, derart, daB (a, p)®’=ac, (a? p)=D0c sind, und aq, b keinen Prim-
faktor gemeinsam haben. Dabei kénnen b, ¢ eventuell gleich o sein,
aber a ist sicher von o verschieden, weil sonst (a, p)? = (a? p) sein
wirde. Ist nun a=p, ... p, die Primfaktorzerlegung von qa, so sind alle
Primfaktoren von a Primteiler von p, weil sie Primteiler von (a, ) 2
sind. Bezeichnet man mit p; (1 <7 <7) das Ideal p;/p aus dem Rest-
klassenring o=o/p, so ist P;, wie man leicht bestitigt, ein von 0 und Null
verschiedenes Primideal aus 0. Wenn man mit a das Ideal aus 0 be-
zeichnet, welches aus den die Elemente aus a enthaltenden Restklassen
aus D besteht, so gilt:

a=51 oo pr .

Ebenso entstehen aus (a, )%, (a% p), b, ¢ bzw. die Ideale (a, p)2=(a?),

(a2 p)=(a?, b,¢, wo a die a enthaltende Restklasse aus 0 bedeutet.
Ferner gilt

(a,pP=(a)=ac, (dp)=(a)="t,

woraus (d”)b=65‘c=(d2)6 folgt. Weil aber 0 keinen Nullteiler enthélt,
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so ist a=b. Das Ideal b ist daher von o verschieden. Ist nun b=
pi... p; die Primfaktorzerlegung von b, so gilt im Restklassenring o :

Bi.. pr=a=b=F... .

Es sei etwa P; ein minimales Ideal unter 9y, .-, P, P, --- Ps.  Dann mufy
unter P, ..., 9. ein Ideal, etwa P; vorhanden sein, welches in §, enthalten
ist, woraus p;=p; folgt. Da py, pi beide p enthalten, so ist sicher p,=pi;
dies ist aber ein Widerspruch. Es mufl daher (a,p)?=(a? p) sein.

Da (a? p)=(a? ap, p?) ist, geniigt ein beliebiges Element = aus p
der Kongruenz :

=&+ am mod. 1?,

wo ¢ ein Element aus o und m ein Element aus p bezeichnet; d.h.
€a’=0 mod. p. Da p5a ist, so mul £=0 mod. p sein. Also ist = ein
Element aus (ap, p?), woraus p < (ap, p?) folgt. Da anderseits p = (ap, p?),
so ist p=(ap, p¥)=(a, p)p; nach Voraussetzung mufl unbedingt (a, p)=o
sein, w. z.b. w.

Satz 8. In v existiert ein nilpotentes Primideal.

Beweis. Wenn o ein Ring ohne Nullteiler ist, so ist das Nullideal
offenbar prim und nilpotent.

Besitzt aber o einen Nullteiler ¢ und ist fir ein b0 ab=0, so
ist wegen (a)(b)=(ab)=(0) das Nullideal (0) als Produkt aus endlich
vielen Primidealen darstellbar. Es sei

0)y=py ... pr
eine solche Darstellung von (0) als Produkt aus Primidealen, dafl die
Anzahl r der Primfaktoren minimal ist. Dann ist p;=---=p,. Denn

wéren genau s<<r Primfaktoren gleich p;, so koénnte man (0)=piq
setzen, wo q das Primideal p, als Primfaktor nicht enthielte. Nach
Satz 2 gilte dann:

(3, q)=o,

woraus P§=pi(ps, q)= (%, piq) =p% folgte. Wegen pf 2 (0) ergibt sich aus
p¥=pi ein Widersgruch. p, ist also ein nilpotentes Primideal.

Zusatz. Das Radikal von o ist prim.

Satz 4. Nur ein nilpotentes Ideal aus o kann das von Null ver-
schiedene annullierende Ideal besitzen.

Beweis. Nach Satz 3 existiert in o ein nilpotentes Primideal .
Es sei a ein solches Ideal aus o, daB sein annullierendes Ideal m von
Null verschieden ist. Wir beweisen dann a <. Ist namlich nicht
a<p, so muB m<p sein, weil am=(0) =y und p ein Primideal ist.
Geht nun p mit dem genauen Exponenten e in m auf, so kann man
O)=am=p°q mit (p,q)=0 setzen. Weil (p°, q)=0 ist, so erhilt man
offenbar :

pe=p(pt, Q)= (>, pq)=p*;

wegen p° 2 m 3 (0) ergibt die letzte Gleichung einen Widerspruch.
a muf} also in p enthalten sein; d. h. a ist ein nilpotentes Ideal,
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Satz 5. Wenn o ein Ring mit Nullteiler ist, so gibt es ein einziges
Primideal aus o, welches sogar wilpotent ist, und jedes vom Einheits-
sdeal verschiedene Ideal ist eine Potenz des nilpotenten Primideales.

Beweis. Nach Satz 3 existiert ein nilpotentes Primideal p aus o;
dieses Primideal p ist sicher von Null verschieden, weil o Nullteiler be-
sitzt. Es wéire P ein von p verschiedenes Primideal aus o. Dann
gilte nach Satz 2: (p,p)=o0. Bezeichnet nun e¢ den kleinsten Ex-
ponenten derart, dal p°=(0) ist, so bestdnde die Gleichung: (0) 3 p*'=
PP, p)=(°, pp° ) =p'p°"Y, was mit der Voraussetzung im Widerspruch
steht. 0 besitzt also nur ein einziges Primideal, welches sogar nil-
potent ist.

Satz 6. Es sei a ein von o und (0) verschiedenes Ideal und b ein

Teiler von a. Ist damn a=p" ... py" eine Primfaktorzerlegung von a,
so st

b=ps ..o mit p;=>0;>0.

Dabei sind p;, -.., b, voneinander verschiedene Primideale aus o, und fiir
ein Primideal p; st p} wie iiblich gleich o gesetzt.

Beweis. Da jeder Primteiler von b stets ein Primteiler von a ist
und jedes Primideal aus o nach Satz 2 teilerlos ist, so kann b nur

Py, .-, P als Primfaktoren besitzen; d.h. es gilt: b=py...p". Es
bleibt also nur zu zeigen, daB fir jedes 7 p; = a; ist.

Angenommen, es wire fiir ein 7 ¢;>p;. Dann kann man ohne
Einschrinkung <=1 annehmen. Betrachten wir den Idealquotienten®

a:pir=c, so folgt aus pf'(pf* ... pi)=aq, daB pg ... pr ¢ ist?. Da aber
a=pipg ... ) S pfe < a ist, so gilt c=pg...p.  Setzen wir nun
b:pi=>, so ist ¢ < d wegen a = b. Aus b=p{(py~pg ... p,7) < pid < b

folgt ohne weiteres pyi=*1pg ... py”="b; wegen ¢ < d muf p; auch ein Prim-
teiler von ¢ sein, was aber nach Satz 2 unmoglich ist. Es ist daher
pL = o1,

Zusatz 1. In o gilt der Teilerkettensatz.

Zusatz 2. In o gilt der abgeschwichte Vielfachenkettensatz.

Satz 7. Ist p ein beliebiges Primideal aus o, so existiert kein
echtes Zwischenideal zwischen » und P2

Beweis. Wenn p=(0) oder p=o ist, so bleibt nichts zu beweisen.
Wir nehmen also p=(0) und p3o an.

Ist zundchst p? 3 (0), so ist jeder echte Teiler von p* nach Satz 6
von der Form p* mit 0 <»<<2. Wenn aber p?=(0) ist, so ist ein
echter Teiler von »?® nach Satz 5 auch von der Form p* mit 0 < » << 2.
Jedenfalls existiert zwischen p und p? kein echtes Zwischenideal.

Aus den oben bewiesenen Sitzen folgt unsere im Eingang aufge-
stellte Bedingung ; ebenso erhdlt man daraus die von Herrn K. Kubo
aufgestellte Bedingung :

1) In o existiert das Einselement.

1) Van der Waerden, Moderne Algebra, II. Teil (1940), S. 24.
2) Wenn r=1 ist, so ist ¢=o.
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2) In o gilt der abgeschwichte Vielfachenkettensatz fiir Ideale.

8) Zwischen p und p? existiert kein echtes Zwischenideal.

4) Das Radikal von o ist prim.

Bemerkung. Unter der Voraussetzung, daB in einem kommutativen
Ring o jedes vom Einheits- und Nullideal verschiedene Ideal eindeutig
als Produkt aus endlich vielen Primidealen darstellbar ist, ist a ent-
weder ein Ring ohne Nullteiler oder nach Satz 5 ein solcher, daB in o
jedes vom Einheitsideal verschiedene Ideal stets eine Potenz eines ein-
zigen nilpotenten Primideals wird.



