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74. Gemeinsame Behandlungsweise der elliptischen
Laguerreschen, hyperbolischen Laguerreschen
und parabolischen Laguerreschen
Differentialgeometrien, 2.

Von Tsurusaburo TAKASU.
Mathematisches Institut der Tohoku Kaiserlichen Universitit, Sendai.
(Comm. by M. FUJIWARA, M.LA., Oct. 11, 1941.)

1. FEinleitung. Im ersten Abschnitt®? habe ich eine gemeinsame
Behandlungsweise der elliptischen Laguerreschen, hyperbolischen Laguer-
reschen und parabolischen Laguerreschen Differentialgeometrien des
Falles

des orientierten der orientierten der orientierten
Kreises Hyperbel Parabel
(x—a)?— (my—mbP=er?, (e==1),
m=1, m=h, m =p=Infinitesimale,
P?=—1 P=+1 =0
sowie des Falles
der orientierten Kugel | des orientierten des orientierten
Hyperboloides Paraboloides
—mAr—a)l+ @y —bP+e(z—clP=er?, (e==1),
e=+1, e=-—1, =11,
m=1, m=h, m=p= Infinitesimale,
P?=—1 h?=-+1 p*=0

mitgeteilt. Im Folgenden mochte ich die genannten Geometrie zum
Falle der allgemeinsten dhnlichen und &dhnlich gelegenen Kegelschnitte
und Konikoide verallgemeinern.

2. j-Laguerresche Geometrie in der Ebene. Im Folgenden werden
diejenigen N. E. parabolischen Geometrien, welche ich in der letzten
Abhandlung® eingefithrt habe, zu Grunde gelegt. Dabei war die Formel
fiir das Quadrat des Abstandes folgendes:

(=2 P+ vle—2) (y—y)—ply—y)2.
Verwandelt man die Gleichung
2
M) G- +a—a)y—b—uy—bP={w—ar+ -t}
—ﬁ;ﬂ‘v(y—'b)szrz,

1) Dieses Stiick gehort zur Reihe von Untersuchungen, welche finanziell vom
Unterrichtsministerium unterstiitzt sind.

2) Proc. 16 (1940), 346.

3) Proc. 17 (1941), 330, Nr. 3. Dabei spielten die bindren komplexen Zahlen
z2=x+7y, (F*=un+vj; u,v,o,9: reelle Zahlen) wichtige Rolle.

(e==1)
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einer
Ellipse | Hyperbel | Parabel

in Tangentialgleichung, so erhilt man

@) 2w—a)+xy—b) . u(x—a)—zp(y——b)b_P=]/e—r,

2y er 2y er

wo
p= 2a+vb) (x—a)— (2ub—va) (y — b) -+ er?

2V er
ist.
Setzt man
[3] = f”/—;‘i up= f”/;l; , M=%, w=-—"P,
und

[4]4) 51=a;+—;-b N Ez'——é—af—ﬂb N 83=1:1/e—’r N 54'—‘1 N
so wird (2) zu:

[5] (u€),=0, (&=1),
wobei nach (1) ist:

[6] Wt ii,— pmd=1.

Die entsprechende Geometrie mochte ich die j-Laguerresche Geo-
metrie in der Ebene nennen.

Die Fundamentalinvariante in dieser Geometrie ist

4) Im Falle, dass v/»*+4u=p=Infinitesimale ist, wird (1) zu:

{e—a—4-v+v -} ~E@-tp—er=0
d.h. {(x—a)—-;—(y—b/)}”—y(bf—b) {(oc-—a)—%(b’-—b)}

Ry » N, P P e
1 (b’ —b)+ 9 bly—b)+ 9 bt 4 bP—er?=0,
welche etwa in

{(x—a)——;—(y-bf)}”—4d{m(x—a)+(y—bf)}=o

fibergehen muss. Durch Vergleichung der Koeffizienten von (x—a), (y—b) usw. von

den beiden letzten Gleichungen erhalten wir: —8d=p%, v(b'—b)=4dm und %xﬂ(b’ —b)?

+%bb’—€ibz—e7'2=0. Aus den beiden ersten folgt: m=2u(b’—b)/p%. Also erhilt
VYtV 20(’=b) _ )

man {@—a) x b)} 4af i @—a+@=b )}_o,

worin v/ Zr:%/ 3v2(b’—by+p? (200" —b%) ist. [4] wird jetzt zu:

el=a—ﬂ, 52=La+M, Es=1‘v V(b — b+ pA (20 —bY) , &,=1.
v 2 P 2
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(51— EP+u(51—E) (- &) — (& — E)P+ (5 —Ep)?
=l(g—a)+ 2 (h—P)* -+ 2 2 (a—a
={e-a+ 2 B +{@—a+ 0 B{ * (a—a)
2
— V=X (a—a)— P\ —(r—7)2
#O=D)) {2 a=@) = po=B)| —(r =77

3. j-Laguerresche Geometrie im Raume.
Gleichung
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Verwandelt man die

[8] wma—a)—v@—a)(y—Db)—(y—bP—Az—c)l+xly—b)(z—c)
+(z—c)(x—a)=er
in Tangentialgleichung, so erhilt man :
2u(x—a)—viy—b)+(z—c) —v(e—a)—2(y—b)+x(2—c)
9 — /_ b
©) 2V er ot 2er
+ r(x——a)+;24§g:b)—/1(z——c)c__P=1/€",r,
er
worin
[10] P= 1 [(—2ap+by—c7) (x— a)+ (va+2b—xc) (y—b)
2V er -
ot st +(—ra—wub+ic)z—c)]—v'er
gesetzt ist.
Setzt man weiter
[11] w= 1””/:—0;“ Up= f’/}l; Ug= z:—‘; w=4, u=-—P
und
fi=pa—2b+Sc, G=—la—b+c,
2P { 2 2 2 2

53='—;—a+‘;ib_lc y E4=i1/:7 y 55=1 B

5) Im Falle v/5i+4u—p=Infinitesimale wird [7] zu: {a——a‘—i—f(d—o?)}z

+ u{a—d—-;—?(d—of)} {%(a—d) +%:—(d—07)}— u{—;—(a——d)+%2i(d—a)}z

__l / _§‘i 2_ ’ ___6_4&_~/ ¥4 .Si 2_ "/"___6_4‘_‘.{_z 2
4{~/3y2(b+p2) 160/d—= N 84 (B + pz) 1653 )
6) Im Falle, dass [8] ein Paraboloid u(x—a’)*—v(x—a’)(y—b)—(y—by—i(z—c)?

+x(y—b)(z—-c)+r(z—c)(oc—a’)——4d{(ac—-a’)—-~23;(y—b)+-27;(2—0)}=0 wird, ist
2d=ula—a’), Ve r=v'u (a—a’) und

y T
a5 5

-5 71§ =l De e () =0
z 2
2 2

Dann wird [12] zu:

- p YV T Vo Vo, ko T T o, Xy _.2d . _
&=2d+ pa 2b+20,£;‘2 #d 50 b+20, & #d+2a+2b Ac, & '/ , &=1.
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so wird (9) zu:

[13] (UE)5=0 ’ (55':1) ’
wobei nach [8] ist:

[14] pud — vty — ug — M+t + rugity +1u5=0.

Die entsprechende Geometrie mochte ich j-Laguerresche Geometrie
in Raume nennen.

Die Fundamentalinvariante in dieser Geometrie ist:
[15]7) /‘(51 - 51)2 - ”(51 - 51)(52 - 52) - (52— 52)2 - 1(53 - 53)24_ 74(52'— 52)(53'— gs)
+ 7»'(‘Es - 53) (51 - gl) + ('54“ §4)2

=i{Ha-a)= 206D+ Te-df —{sa-)- 26D
+e-d -2 e--6-D+ 29} -~ 2 -0
—(b—5)+~g—(c—é)}2—l{%(a——d)+ %(b—ﬂ)-—z(c—a)}2
{ =2 a=0) = =B+ 2} T (a—a)
+2G-D)= e ++{ - S (a—a)+ X 6-D)

—A(C—E)} {p(a—d)—%(b—5)+%(c—6)}—(r—?)z.

4. Algebraische j-Laguerresche Geometrie und j-Laguerresche Dif-
ferentialgeometrie. Die algebraische j-Laguerresche Geometrie lisst sich
parallel zur gewohnlichen algebraischen Geometrie im Buch :

J. L. Coolidge, A Treatise on the Circle and the Sphere, (1916)
entwickeln.

Die j-Laguerresche Differentialgeometrie lisst sich parallel zur ge-
woéhnlichen Laguerreschen Differentialgeometrie im Buch :

T. Takasu, Differentialgeometrien in den Kugelrdumen. Band II.
Laguerresche Differentialkugelgeometrie. (1939)
entwickeln.

7) Im Falle, dass [8] ein Paraboloid u(x—a’2—y(x—a’)(y—b)—(y—byF—rz—c)
+xy—b) z—e)+r(z—0) (w—a’)—4d{(w—a’)—§”;(y—b)+—2”;(z—c)}=o ist, wird [15] zu:

,u{2(d—of)+ (@~ d’)——%(b—5)+~;—(c—6)}2 —v{2(d—o?)+ o/ — "’)—é—(b~—5)+%(c——6)}

x {——z—(d—c_l')—%(a’—d’)—(b—I_))+%(c—5)}—{ —i—(d—if)——-;-(a’——d’)—-(b—5)+§(c—6)}z
—if S @D+ @ G OB 2D 4]~ A= DG @ ~a)—0-B)+ D)}
x {%(d—(i)+é(a’— ”)+—;—(b-—-3)—/l(c—6)}+r{i(d—07)+%(a’— &)+ 6—B)—e—0)}

x{2d-d+ u(&’—d’)—é(b—5)+-;—(c—6)} +~:—(d—¢'i)’.
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5. Herleitung einer newen parabolischen Geometrie. Adjungiert
man zum j-Laguerresche Raume den linearen

Ellipsoiden- | Hyperboloiden- | Paraboloiden-
komplex £,=0, so geht jedes
Ellipsoid | Hyperboloid | Paraboloid

in einen Kegel mit dem Scheitel (a, b, ¢) iiber und die Gleichung [13]

wird zu
(11&)3 —P=0 ’

wobei nach [14]
puE — ity — U — AUE+satolty+ citgly =1

ist. Also geht der j-Laguerresche Raum in einen parabolischen Raum
tiber, in welchem das Winkelmass
elliptisch | hyperbolisch | parabolisch
ist.
Entsprechendes gilt auch fiir die Ebene.

Berichtung zum I. Abschnitt:

Seite Linie far lies
347 Fussnote (z—c), (z—c)
348 4 R; R,
d d
» 34 (x—a)=4d - (y—F) (y—b)’+e(z—c)2=4d(w—7r7)

od. (y—b)y+e(z—c)=0



