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34. ur le premier thorme dans la theorle
des fonctions mromorphes.

Par Yosiro TUIURA.
Sizuoka Kotogakko.

(Comm. by S. KAKEYA, M.I.A., April 13, 1942.)

1. Dans la thorie de la rpartition des valeur des fonctions
mromorphes, deux thormes fondamentaux de M. Nevanlinna jouent
un rSle important, et sont &udis par plusieurs auteurs. Quant au
premier thorme, on le prouve en employant la fonction de Green ou
la formule de Gauss-Green, ou introduisant des quantits gom&riques
suivant M. Simizu. Dans cette Note je montre qu’il est un particulier
cas du thorme de M. Cauchy.

Soient w=f() une fonction mromorphe dans le cercle" I1 < R
( c), 5, son pSle et g son nul, et (5) et () leurs multiplidts.
Dfinissons un rectangle"

log p < < log r, 0 <"<2dans le plan des =logz pour r<R et p>0 arbitrairement petit.
Soit Dun domaine qui e’st enlev6 du rectangle les petits cercles K
autour de log b et log a, et les coupures"

L(b) =ar9 b, o bl < <o
L(a)" @=arg a log ]ai < < Iog r

Dans le domaine D, =logf(z) est uniforme et r6guliere. On
l’applique dans D le th6orme de M. Cauchy" Si une fonction (z) est
holomorphe l’intdrieur d’une courbe fermde, et continue sur la courbe

elle.mdme, l’intgrale I (z)dz, prise le long de cette courbe, est dgale

zdro.
Supposons que f(z) est r6gulire sur l’axe r6el positif. Alors on a,
i. Si les rayons des petits cercles tendent /i z6ro, l’int6grale sur

K tend i z6ro.
ii. Si parcourt le long de K une lois, ,o()=logf(z)augmente

it(b)2i ou -(a)2i. Donc, l’int6grale sur Lest 6gale

2i. 2(b) log .--:-:., ou -2i. 2(a) log

iii. Pour p<t<r, on a

logf(p ), si f(0)0, :k co

log f(p) logf(pe) -n(0, 0), si f(0) 0

logf(pe) n(O, co), si f(0) co

Par consequent, on a
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o

o[(log t) o (log + 2i)]d
logP

O, si f(O) -= O, == o
-n(O, O)2ui log, si f(O)=O

p

n(O, )2i log si f(O)=

iv. Car () =10g [fi+are on a

2=i log If(0) I+(P), si f(0) 0, co

= 2iloglcl+2rin(O, 0)logp+(p), si f(0)=0
2i log cl-2in(0, ) log p+(p), si f(0)= .

L’int6grale le long de la frontire de D est la somme de ces cinq
int6grales. La somme est 6gale i z6ro suivant le th6orme de M.
Cauchy. Divisonsla par 2=i, alors sa partie r6elle est, pour p-)0,

log If(re)ld+ (b) log r
2 0ll< -+n(0, o) log r

-, 2(a) log r-n(O, 0) log r-log c 0.
0<ial<r

Donc, on a la formule de MM. Jensen-Nevanlinna
Si, autour de l’origine, la fonction f(z) admet le ddveloppement"

f(z)=cz -1- (l+1ZI+I’" (Cl =: 0),
on

T(r, ) T(r, 0)= log c ].
2. Si l’oa prend la partie imaginaire, alors on a une relation entre

l’argument de b et a, e celui de f(re).
Th6orme.

(2=-argb)- :] (2=-arga)=[argf(re)dq-argf(0),
O<lbi<r O<lal<r JO

o argf(r)--argf(O) est le changement de l’argument de f(z) sur l’axe
r#el 0 < z < r.

3. Nous traiterons le problme de M. Kunugui, Soit w=f(z) une
fonction uniforme et m6romorphe dans un domaine zt (ou, somme des
domaines) et sa frontirre r/ distance finie, de telle qu6 f(z) prend
dans /la valeur de D de w-plan, dont la frontire F sont des courbes
analytiques, et prend sur r celle de F. Pour le point a appartenant
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D, dfinissons les quantit4s) mr(r, a;.), N](r, a;l) et Tf(r, a.; J) suivant
M. Nevanlinna. Nous prouverons, d’abord, le

mme. St =(w) t une fti univalte qui rprsente
D conformdment au domaine de -plan, telle que le point w=a cor.
rpond =a. Als on a

T (r, a;

M. Nevanlinna a prouv4 que la fonction mromorphe dans le cercle
ne diffre que 0(1), par la transformation linaire. Ce lemme est l’ex-
tension de cette proposition, car la transformation conforme et univalente
de la Riemann-sphre elle-mme, il n’y en a qu’une transformation
lin4aire.

N(r, a; )N(r, a; ) est trivial. Considrons

a) la fonction g=-a, si D ou ne contient pas des points

w ou w respectivement.

b) la fonction g- o-a. w b. off correspond

Cette fonction est rgulire, et n’est jamais nul dans D. et sur F sa
module est borne. Done, on a

1 -lo 1 =0(1)K < g(w) <K et lo "a w-a
Q. D. E.

Dans ma prcente Note), nous avons prouv6 la formule de M.
Cartan

1:(r’ lgf(0)
T(r, a; ) a+pe )dO+ + P

a

et si l’on prend comme D le cercle-unit ]w-a] 1

l i’i d argf(z)]+lo 1

+ ,fl-a] =0, si z=0 n’appartient p a J.off l’on pose log

Soient D un domaine simplement connex qui est contenu Fin-
trieur de D, g(w, a) sa fonction de Green. Alors, regs4ntant D con-
formment au cercle, on a

1 N(r,;) 0Tf(r, a; d)= g(w, a)ds+O(1)

D Voir ma Notc prc&iente: Sur le problme de M. Kunugui, ce Proc. 17 (1941).
2) loc. cir. Mais quelques dmonstrations n’y fitaiet pas suffisantes. Par ex., on

dolt lire, au lieu de (4) (p. 290),

Irrdargf(z)+rr i0rlog [f(rei)]d+.r[o(r) log If(z,, I-,(r) log If(Z,)i]
+: log IS(z) lds=O,

off a=#(r)est e aation de r.
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off F est une frontire de D, et parcourt le long de F. No. 3 de
la prcdente Note dolt remplac par cette formu|e.

4. Soient D un domaine arbitraire contenu l’interieur de D, e
celui de z-plan correspondant. Pour deux points dorm,s -- et--b appartenants D, reprsentions D par w () au "Schlitzs-

bereich" de w-p|an, tel clue w-- et --b sont transforms aux
points w= et w=0, qui possde comme des frontires les coupures"

i. des arcs circulaires" w]--const., ou
ii. arg w = const.
Si l’on applique la formule de Gauss loglw(z) dans le domaine

except les petits cerc]es autour de 0- et -points de w(z), on a, tendant
des rayons des petits cercles vers zro.

(1) Ird arg o(z)+r ddr
+Z[(r) ogl (z) I-(r) og (z)I]

+ 2rn(r, co :.3) 2un(r, 0; 3) = 0.

Par l’intgration logarithmique de (1), ou par l’application de la mthode
.du No. 1, on a

1 d arg(2) T(r,
o

+__1I,[ log (z.)!- log o(z)I] dr O.
2rr 0

Dans le cas de i. logl(z) est invariant sur te mme arc de la
frontire r. Donc, on a

[0 log (z,.)I-ol log (z)]] dr--0(1).

]crivons par (r) un hombre des courbes r qui possident des points

communs R z]=r, on a, I dargw(z) 2(r), est
d’r

En gnral, par la consideration simple et gomtrique, on a

d o(z) <2 L(r), off L(r) est longueur slhrique de w-imagearg une

de 0. Donc,

(2") T’(r’a;)-T’(r’b;z)=O(i: L(r)dr)’r
Nous avons prouv que, saul l’ensemble exceptionnel E off la

variation de log log r est borne,

dr <: const. V-log T.
0



168 Y. TUMURA. [Volo 18,

Dans ]e cas de ii. dargw(z)=0. ]]oglw(z) II est born6 sur 7.
7r

Par cons6quent, on a, 6crivant par O--O(r) l’6quation de ]a frontire 7,

).(2"’) T(r, a’ ) T(r, b; ) O’(r) dr

Multipliant l’lment de l’aire sphrique dz(b)), par l’intgration de
(2) dans D, on a

T,(r,a; )- ,(r, b; )d,(b)=0(1)+0().
Thorme. Soit S(r; ) l’aire sphrique de w.image de qui est

pattie commune et z r, divisde par l’aire de D. Ddfinis-
sons la fonction caractdristique de f(z) comme le’ suivant

T](r ) S(r z)..., dr.

Alors, on a
TAr, a; TAr;

o la terme 9(r) satisfait aux conditions suivantes

o

III.

9(r) <( const. /T](r; ) log T](r; ))

sauf l’ensemble exceptionnel E o la variation de log log rest born$e.
La fonction caract$ristique T](r; ) est invariante saul la quantitd

9(r) par la transformation conforme et univalente de D.
En outre, l’ensemble xceptionnel E ne ddpend que la fonction, et

ni a, ni la transformation de D.
5. Supposons que D est un cercle-unit6 ]wl<:: 1. Dans ce parti-

culier cas, nous aurons des r6sultats plus lrcis. Si l’on applique la
formule de Gauss la fonction log (l-t-Ift) dans , on a

log (1 +If ])d

-l-r [ log (i-I-1 f(z,)I’)-: log (1-I-If(z,)

I) Voir par ex., R. Nevanlinna, Eindeutie analytische Funktionen, p. 169.
2) J’ai prouv ce rsultat dans la prcdente Note, mais y employ la thorie de

"berlagerungsfliche" de M. Ahlfors. Voir aussi, Prof. Tuji, ce Proc. 18 (1942).
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ou,

r.n rn f ds= r-nlog If lds.

Par consequent, de la formule de M. Cartan, on a

l Idr I dargf(z)-l-O(1)T(r, 0; 1=
0 -- r

2 I dr I fl- 0-r- (l+lf])
tdtd+O(1).

Si l’on dsigne par S(r;) l’aire euclidienne de w-image de
divise par celle de D, considrons la fonction

u(z)=log 1

suivant M. Selberg). Alors on aura le rsultat analogue.

1) H. Selberg, Algebroide Funktionen und Umkehrfunktionen Abelscher Integrale,
Avh. ut. av Det Norske Vid. Akad. Oslo, 1934, p. 8.


