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7. ur la thorie de la distribution des valeurs.

Par Kinjiro KUNUGUI.
Institut de MathOmatiques, Universit6 lmpOriale de Hokkaido, Sapporo.

(Comm. by S. KAKEYA, M.I.A., June 12, 1942.)

Darts une Note’ parue rOcemment, nous avons dOj montr6 com-
ment les notions des ensembles d’agglomOration (dues a M.W. Gross)
nous permettent de gOnOraliser la thOorie de la distribution des valeurs
fondOe par MM. E. Borel et R. Nevanlinna. Le but de cette Note est
de prOciser le premier thOorme fondamental que nous avons donn6 dans
la Note citOe’.

Soient w=f(z) une fonction mOromorphe et uniforme, dOfinie dans
un domaine arbitraire D, et z0 un point non isol6 de la frontire I" de
D. Nous pouvons supposer, sans restreindre la gOnralitO, que zo
Soient, maintenant, .qCD) .qcr) deux ensembles d’agglomration). o
Sr est un ensemble ouvert et se dcompose en un nombre fini ou uneZo

,(D) ,(F)infinit dnombrable des composants connexes o

Soient, encore, w0 un point d’un /2 et z un domaine quelconque con-
tenant dans son intrieur le point w0, contenu compltement dans l’in-
tSrieur de /2 et dont la frontire est formOe d’un nombre fini des
courbes analytiques situes dans /2. Nous supposons d’ailleurs que,
dans le cas o w0 oo, z ne contient pas le point w= oo, et darts le
cas ol w0 oo, 3 ne contient pas le point w=0.

I1 existe alors un nombre P0 (0<0) tel que l’extrieur Ko du
cercle wl__<p0 satisfait la condition" pour tout point frontire
(z’ oo) de D situ dans K,o ou sur la circonfSrence-frontire de Ko,
l’ensemble o,(D) est disjoint de la fermeture de . DSsignons par D(v)
(P0 <:: r <: + oo) la partie commune au domaine D et l’intrieur du
cercle zt<: r, et par Do(r) la partie commune au domaine D(r) et
l’extrieur du circle zlp0.

Dsignons encore par n(f, r, w0, 0) le nombre des zSros de l’Squa-
tion

(1) f(z)-wo=O

(ou des poles de f(z) dans le cas off Wo oo) situOs dans Doo(r), chaque
zOro (ou p01e) 6tant compt6 autant de lois que son ordre de multipli-
citO, et posons

1) K. Kunugui" Une gOn6ralisation des thOormes de MM. Picard-Nevanlinna
sur les fonctions m6romorphes, Proc. 17 (1941), 283-288.

2) Quant aux dOfinitions et notations ainsi que ses propriOtOs fondamentales des
ensembles d’agglomOration, voir p. exo K. Noshiro" On the theory of the cluster sets
of analytic functions, Journ. Fac. Sc. Hokkaido Imp. University, Ser. I, vol. 6 (1938),
pp. 217-231 et K. Kunugui: Sur un th6orme de MM. Seidel-Beurling, Proc. 15 (1839),
27--32.
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n(f, t, Wo, o) dt si o> 0N(f, r, Wo, IOo)=
o

1" n(f, t, wo, O) dt+n(f, O, wo) log r si p0 0

off l’on pose n(f, O, w0) =lira n*(f, r, Wo), n*(f, r, Wo) dsignant le hombre
r->0

des zros de l’quation (1) (ou des pbles de f(z) dans le cas off w0 oo)
situs dans D(r), chaque zro (ou pble) tant compt autant de lois
que son ordre de multiplicitY. D’autre part, soit O(r) l’ensembe de tous
les arguments de z tels que z e D, z r, f(z) e , (po r - + ).
Posons de plus

1 log f(r)_wol d pour le cas off w0 oo,re(f, r, Wo,

1 I log ]f(re)ld pour le cas off w0 oo.
2r O(r)

Nous allons examiner maintenant la fonction"

T(f, r, Wo, , Po)= re(f, r, Wo, )+N(f, r, Wo,

Remarquons d’abord que, dans le cas off le domaine D coincide avec
tout le plan z (z: oo) et off A coincide avec l’extrieur du cercle
d’unit" wl :> 1, T(f, r, oo, A, 0) coincide avec la fonction caractristi-
que de M. R. Nevanlinna. Notre premier thdorOme fondamental s’nonce
comme il suit"

Nous avons, pour toutes les valeurs Wo, w finies ou infinie, ap-
partenant au domaine (par suite, au mdme domaine 2,),

(2) T(f, r, Wo, , Po)- T(fi r, .w, , o) <2 A(o) log r+ h(po, Wo, w),

ot A(po), h(po, Wo, W’o) (> O) sont des fonctions de flo ou des flo, Wo, W’o
resp., qui sont inddpendantes de r. Darts le cas ot l’on peut poser
po=O, ou dans le cas o, z=O appartient # D et l’on peut prendre
aussi petit que l’on veut, on a A(po)--0 partir d’une certaine valeur
positive p" 0_ o

__.
Dmonstration. Dmontrons seulement la premiere partie du

thorme. D’abord, il est facile de voir qu’on peut supposer, sans re-
streindre la gnralit, que A est un cercle dont le centre est w0 et que
w est un point situ assez pros de w0. Transformens d’abord le do-
maine // par la fonction linaire" w* =(w)=l/(w-Wo). Nous obtenons
alors un domaine A’ extrieur d’un cercle dont le centre est l’origine"
w*=O, et une fonction g(z)=(f(z)} mromorphe et uniforme dans D.

I). Prenons d’abord un domaine D* contenu dans D et qui satis-
fait aux conditions suivantes" 1) D contient tous les points z
l’on a g(z)eA’ 2) pour tout r suprieur flo, la pattie de la frontiOre
de D* qui appartient la zone" flo z r appartient 4 D et se
compose d’un hombre fini des arcs analytiques. Tousles points z du
domaine Doo(r) appartenant D* forment un ensemble ouvert dont la
frontire totale sera dsigne par C. Alors, on a
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1 log Ig-al ds-- -n(g, r, a, o)+ n(g, r, oo, Po)
2r n

Supprimons d’abord les parties des contours de C qui sont situes sur
la circonfrence zl=r. Le reste se partage en un nombre fini des
arcs et ces arcs peuvent tre classes en trois espces" 1) des contours
F qui n’ont aucun point ni sur la circonfrence z l=r, ni sur la cir-
conference z[=p0; 2) des arcs F. qui n’ont aucun arc sur la circon-
frence Iz[=o et qui ont leurs points de dpart et terminus sur la
circonfrence zl=r; 3) des arcs Fa qui ont des parties sur la circon-
frence zl=o. Dsignons encore par F0 la somme des arcs des con-
tours de C, qui sont situs sur la circonfrence ]zl=r.

S)ient, maintenant, R le rayon du cercle dont l’extrieur contient
le domaine mais ne contient aucune valeur de g(z) pour les z de la
frontire de Do(r)" D* situs dans la zone 0 <: z] <:: r, et cela pour
tout r, r ::> 0, et R un nombre quelconque suprieur R. D’aprs la
condition I 1), un tel rayon R existe toujours et sa longueur est in-
frieure ou gale au rayon R* du cercle-complmentaire de z.

Posons g*(z)=g(z)/R. Et, d’autre part, soit a une valeur au
module suprieur R/R, et infrieur i R/R, off R, R sont deux
nombres tels que R R R R 2R. Supposons, de plus, que
nous avons g(z) -aR pour tousles z, situds sur la partie de la frontiOre
de Do(r). D* contenues dans la somme des deux circonfdrences: z I=r
et zl=po. Cette condition pour le point a sera appellee "condition
(a) " dans la suite. Comme le point a est situ l’extrieur du cercle
w R/R et clue la valeur g*(z) est situe toujours dans l’intrieur
de ce cercle, nous avons

(4) -21 Iro+r.+ log g*-aln ds -n(g*, r, a, o)+ n(g, r, o o).

Posons d’ailleurs w =l/(w-wo)R et considrons, sur la sphere de
Riemann au rayon 1/2 et tangente l’origine w*=O, la circonfrence
U qui est la polaire du point w. Dsignons encore par W’ l’antipode
de w. La circonfrence U est situe pros du cercle d’unit, et nous
pouvons donc supposer que tousles points de la circonfrence U saris-
font l’ingalit" R./R w* R/R. U partage toute la sphere
de Riemann en deux parties demi-sphriques, dont l’une qui contient le
point W sera dsigne par S, et l’autre qui contient le point w par
S. Les points de U peuvent tre exprims par p(), tant l’angle
fait le grand cercle (qui passe par w’, W) avec une direction dter-
mince. Ce grand cercle est partag en deux arcs par les deux points
w, W, et chacun de ces arcs rencontre la circonfrence U en un
point. sera l’angle de cet arc fair avec celui qui passe par w*=O.
Doric, l’angle se varie entre -= et u. Posons a=p() dans la formule
(4), et intgrons ensuite l’galit (4) par rapport la variable entre
les limites -= et ..

Nous avons alors

(5) log g* (z) p() d=/c {g* (z)},
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off l’on pose / {g*(z)} =log lg(z) W si g*(z) appartient S., et

k (g* (z)} log 1 +g*(z)W si g*(z) appartient S ou . U. Supposons,
d’abord, qu’il n’existe qu’un nombre fini des points" z, z., ..., z de
et z, z, ..., z, de la circonfrence zl=p0 et des valeurs o, o., ..., o,, o, ..., , (qui ne. sont pas toujours distinctes)tels que g*(z)=p(),
g*(z.) p(.), i= 1, 2, ..., l, j= 1, 2, ..., l’. Dans les voisinages de ces
points z, z-, nous avons les dveloppements" g*(z)=p()+a(z-z)+...;
g*(z)=p()+a(z-z)+.... Nous supposons pour le moment que la con-
dition" a I, a{l--- 0 est ralisde. Cette condition sera appellee
"condition (/)." y est un nombre positif arbitraire. Pour chaque o,, prenons un petit intervalle de (si ou o est gal i ou -,
nous considrons la somme de deux intervalles contenant - et u), et
supprimons-les de l’intervalle

__
o__+. Dsignons le reste par

En faisant les longueurs des intervalles supprims tendre vers zro,
nous avons

limI I loglg*(z)-p()l dsd
2r o ro n

ro n 2t _=lg g*(z)-P() dds=
ro n

II). Considdrons d’abord le cas particulier o g*(z) jouit de la
propridtd" sur la pattie de la frontiOre de Do(r)D* ( r ) qui

est situde dans la zone" o< Z < r, les valeurs g*(z) appartienne la

circonfdrence" wW+1 I=1. Maintenant, consid6rons l’arc A de F2.
Pendant z parcourt cet arc A, les valeurs g*(z) sont toujours situ6es
dans le cercle wI<R./R, et par suite appartiennent S,. Nous
avons donc

puisque g*(z) appartient toujours la circonf6rence" wW/11=1,
d’aprs notre supposition Ii).

Enfin, consid6rons l’arc de F. Supposons que le nombre 0 satis-
fait la condition (). Lorsque z parcourt un arc B de I, g*(z) d6-
crit une courbe continue qui peut tre ferm6e par un segment re-
ctilige situ6 compltement dans le cercle wl__ R/R,. Doric, int6grale

1 I log]g*(z)-p()l ds est gale "lordre de la. courbe1)’’
2 B n

dcrite par g*(z) avec ce segment par rapport au point p(), 1/2
prs. Donc, il existe un hombre M tel que

lim 1 I I alglg*(z)-p()l dsd

1) Voir p. ex. P. Alexandroff-H, Hopf" Topologie, Erster Band, Berlin, 1935, p.
458-467.
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k est le nombre des arcs de Fs. k est donc dtermin par 0 et
indpendant de r, sir est assez grand.

Or, si appartient , la condition (a) est ralise, et par suite
nous pouvons intgrer l’galit (4) pr rapport " dans (P. En faisant
ensuite les longueurs des intervalles supprims de tendre vers 0, nous
avons

k{g*(z)}--ds/A= -2/{g*, r, o} +2n{g, r, oo, o},(6)
Fo(r) Tt

o l’on dsigne par /v{g*, r, 0} la longueur totale des courbes qui sont
formes par les valeurs prises par w=g*(z) sur la circonfrence U, la
longueur tant toujours mesure sur la sphere de Riemann du rayon
1/2 et tangente l’origine w=O, et ici on a, de plus, AIk,M.

Maintenant, divisions l’galit (6) par r, et l’intgrons par rapport
r de P0 jusqu’ , <: p. Pour cela, d’abord, considrons un inter-

valle de r: r2, o la condition (/) est ralise. Pour ce but,
il nous suffit de. prendre les zros z" de l’quation dg(z)/dz=O, et sup-
primer un petit intervalle de r contenant chacun des z’ I. Pour ces
valeurs de r, on a l’galit (6). Condidrons ensuite l’arc de Fo=Fo(r).
Les courbes-frontires de D* qui se trouvent dans la zone <: r <: 2
peuvent tre exprimes par un nombre fini des quations)" a=u(r),
3"=1,2,3, ..., 2J(r), o a dsigne l’argument du point de la courbe.
Alors, F0 se dcompose en un nombre fini des arcs dont les extrmits
seront dsignes par b, b’. Nous supposons d’ailleurs qu’en supprimant
les intervalles ncessaires, u(r)/r (3"=1,2, ...,2J(r)) existe toujours,
et sa valeur est finie.

Or, nous avons suppos que nous avons k {g )} k {g (b)}=0.
En nous servant de cette galit, intgrons l’galit (6) par rapport
r pour tous les intervalles [p, ], et raisons les longueurs de intervalles
supprims tendre vers 0. Nous avons ainsi

(7) 1__ I 1v(g*, .r, P0} dr-N{g, , oo, P0}
7 ,oo r

2= ro(o 2= ro) 2= o r

Or, si g*(z) appartient
__

21 W
R/(2R). Si g(z) appartient
log (1-Ig* II W’ I) I 1. Donc, nous avons

I I )

i I g*ro(k (*(z)} da---2u o()lg < log (R*/R) 1+ 1,

et finalement,

1) S’il n’existe aucune courbe-frontire situe dans la zone’ pl-lzl p, nous
pouvons simplifier les raisonnements,
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(8) T{g* (z), , oo, Z, 0} -!-1 1 lv {g*, r, P0} dr
po r

< {g*(z)}da + kM log p + log +1
2 ro(o) 2 P0 -I1 est d’ailleurs facile de voir que la formule (8) subsiste encore pour

le cas particulier off W 0.
Consid6rons, maintenant, la transformation t {g*} =(1+g*)/

(g*-w). Lorsque g*(z) parcourt la circonf6rence U, t{g*} parcourt
la circonf6rence du cercle d’unit, soit dsigne par Uo. Si nous con-
sidrons sur la sphere de Riemann, la vitesse du tour est un invariant
de la transformation t=t{g*}. Donc, nous avon lv(g*,r, po}=
lvo(t(g*), r, 0}. D’autre part, si l’on dsigne par & un domaine con-
tenu dans le cercle" ]w-w _w /2 et qui contient le cercle"w-w]w I/m, off m est un nombre entier positif, et par z le
domaine transform6 de par la transformation t=t(w), nous avons

T{g*, , w?, a,, 0} T((g*), , , z, 0} og (+3 I /2),
et par suite

(9) T (g*, , w, a, 0}- T{g*, , , a, 0}

+ 3 log (1 + 31 wF 1/2 } + 2 log (m/I w )+ 2.

III). Passons, maintenant, au cas gdndral. Posonsw 1/(w-wo)R
comme auparavant, et d6terminons / par l’quation"

(10) =(Rw R)/(Rw R)

La valeur / existe toujours, et tend vers oo avec wl.
dfini par =(-1/)/2 tend galement vers oo avec w.
rel et nous pouvons poser a=ae, o 0, =.

Considrons, maintenant, la transformation

flRw-RW(w) =1 (1 e-’io) (r+ 1) r=
W 2-5 "+ 1) Rw R

Le nombre a

a n’est pas

off W’ d6signe un nombre complexe tel que a lW{]:> 5 (nons sup-
posons de plus que a::>5). La fonction W= W(w)fait correspondre
le point w= oo W= oo. Cette fonction effectue la repr6sentation con-
forme du domaine [wl ::> R/R sur un domaine form(i de tousles points
du plan complexe muni d’une coupure le long d’un arc de la circon-

frence WW’ + 11 1. Cet arc passe par le point W=0 et est con-
tenu dans le cercle WI<: 1/2 et par suite darts le domaine S. Au voisi-
nage du point w= oo, on a le dveloppement W=A_w+Ao+A/w+....
Doric, si nous prenons un domaine a’ (convenablement choisi) contenant
w= oo et contenu dans , et si nous dsignons par a le transform(
de ’ par la transformation W= W(w), nous avons
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(11) T{G(z), , , zl, 0}- T{g*(z), , o, ’ po}

log A_(w, R, R)tl + 1,

off l’on pose G(z)=W{g*(z)}, Posons, de plus w=-l/W. Nous
avons alors, d’aprs l’6quation (10), W(w)=w.

Or, au voisinage de point w’, nous avons le d6veloppement"
W(w) w+B(w-w:)+ ..., off B(w, R, R) --V-= 0 et qui est convergente
dans un cercle au centre w. Donc, si nous prenons un de tels cercles
J" de rayon convenablement choisi, et si nous dsignons par ’ le
transform6 de z" par W= W(w), nous avons

(12) T(G(z), fl, w, ,’, P0}- T{g* (z), fl, w, a", o}_
log B(w?, R, R) II + 1.

Enfin, d’aprs la formule (9), nous avons

(13) T(V(z), fl, w, ,’, fl0} T (G(z), p, oo, a, po}

A(po) log p +.Q(p0,w, R, R1).

Ainsi, les formules (11), (12) et (13) nous donnent

T(g, p, , R’, P0}- T (g, , Rw, Z,", po}

A(po) log p+ Q(p0, w, w, R, R),

off l’on dsigne par R’, R3" les domaines obtenus des a’, a" en mul-
tipliant les modules des tous les points de ’, a" resp. par le nombre R.

En revanant la fonction f(z), nous avons

(14) T (f, , w0, z, 0} T(f, , w, Z, flo}

<: A(p0) log p-l-h(o, w0, wD),

puisque w, w, R et R peuvent tre considrs comme fonctions des
wo, w. (14) est justement la formule que nous avions en rue, c. q. f. d.


