
No. 7.] 343

71. ber einen schwachen Ergodensatz.

Von Yukiyosi KAWADA.
Mathematisches Institut, Tokyo Bunrika Daigaku.

(Comm. by T. T,KAGI, M.I..., July 13, 1942.)

Die neueren operatorentheoretischen Untersuchungen fiber den
statistischen Ergodensatz) suchen die Bedingungen dafiir auf, dass die
starke Konvergenz folgender Art stattfindet:

(1) lim 1___ (fTf ...-t- T-f)=f0 (f, f0 e ),

wobei T ein linearer Operator in einem Banachschen Raum ist. Fiir
die Konvergenz der Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einem Borelschen
MengenkSrper auf einem abstrakten Raum Y2 sind solche Unter-
suchungen u.a. yon K. Yosida, S. Kakutani und G. Birkhoff unter-
nommen worden. In diesem Falle ist die Gesamtheit aller voll-
stndig-additiven Mengenfunktionen {p} auf mit der Norm p I[=
Totalvariation von p; es folgt also aus (1)

(2) lim1 (p(E) 4- (Tp)(E) +... + (T-p) (E)) po(E)

fiir alle Ee . Es gibt nun aber auch ein gleichfalls Interesse ver-
dienendes Problem, das sich auf den Fall bezieht, wo (2)nur fiir einige
Mengen E und nicht fiir alle Mengen Ee gilt" d.i. das ,, Problem
der Konvergenz im Gesetz." (Z. B. ist das Gleichverteilungsproblem
von H. Weyl ein solches Problem).

Es sei n/imlich /2 ein bikompakter Raum und die Gesamtheit
aller Borelmengen von /2. Fiir die Konvergenz im Gesetz von p.. nach
P0 (P, poe ), die definitionsgemiss lim p,(E)=po(E) fiir po(E)=po(E’)
=po(E*) bedeutet, ist notwendig und hinreichend, dass

I I
fiir alle stetigen Funktionen g() auf /2 gilt. Es sei also 0 der
Banachscher Raum aller stetigen Funktion g(o) auf 2 mit der Norm
g Max g(o) [, dann ist der Raum ! aller vollstndig-additiven Mengen-

funktionen gerade der konjugierte Banachsche Raum yon 0" -o;
d.h. I g(o.,)p(d) ist die allgemeine Form des linearen Funktionals von

!0. Daher ist die Konvergenz im Gesetz yon (2), d.h. die Konvergenz

1) Vgl. etwa E. Hopf, Ergodentheorie, (1937).
2) K. Yosida and S. Kakutani, Operator-theoretical treatment of Markoff’s process

and mean ergodic theorem, Ann. of Math., 42 (1941), 188-228. S. Kakutani, Mean
ergodic theorem in abstrakt (L)-spaces, diese Proc. 15 (1939), 121-123. G. Birkhoff,
Dependent probabilities and the space (L), Proc. Nat. Acad. U.S.A., 24 (1938), 154-159.

3) Eb bedeutet die abgeschlossene Hiille von E;Ei den offenen Kern.
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yon (2) fiir die stetigen Mengen E yon po’Po(E)=po(E)=po(E), nichts

anders als die schwache Konvergenz von (1) als Funktional fiir fe=!D0.
Unser Problem der Konvergenz im Gesetz kann also folgenderweise

formuliert werden" !D0 sei ein Banacher Raum, 0 der konjugierte

Raum von 0, und U ein linearer Operator in 0. Man fragt nach der
(operatorentheoretischen) Bedingung dafiir, dass die schwache Konver-
genz als Funktional von

(4) lim 1 (L+ UL+... + U-IL) Lo (L, Lo e ),
n-> T

d.h. die Konvergenz yon

(4)’ lim (Lf+(VL)f+... +(U-L)f) Lof

fiir alle fe 0 stattfindet.
In dieser Note wird in einem speziellen Falle eine hinreichende Be-

dingung fiir die gesuchte Konvergenz aufgestellt. Es ist als eine
operatorentheoretische Fassung bzw. eine Verallgemeinerung desselben
Gegenstandes aufzufassen, der in einer Arbeit von K. It5 und dem
Verfasser fiber die Markoffschen Prozesse in einer kompakten Gruppe
behandelt wurdeD.

1. sei ein komplexer Banachscher Raum, und ( eine abstrakte
Gruppe. Ferner seinen die Transformationen T:(x e (R)) auf mit den
folgenden Eigenschaften definiert-
(i) T bildet !D auf sich selbst eineindeutig ab, und
(ii) T,. T=T. (x, yeC),
(iii) Fiir x y gibt es ein fe !D, so dass T:f= Tf,
(iv) T:(af+g)=a(T:f)+(T:g) (f, ge; a, fl komplexe Zahlen),
(v) (T:f; x e(R)) ist total beschrinkt in .

Aus (i)-(v) ergibt sich, dass Ff(x)=T:f eine auf ( definierte
Bochner-Neumannsche abstrakte fastperiodische (kurz. f.p.) Funktion
mit dem Werte in ist. Ferner ist (Ff;fe) eine rechtsreitig
abgeschlossene Familie) von f.p. Funktionen d.h. es gilt
(vii) aus +F, F folgt +aF+flF, (denn aFfl-Ff.-Faf,+f2)
(viii) aus F(x) folgt F(xa) (a e (R)), (denn F+(xa)= FTaf),
( iX wenn fiir F (n 1, 2,...) F(x) -- F(x) gleichmssig in x ist,
so ist auch +F (denn F(x)=F,mf(x) fiir F=Ff(x)).

dl") xEs sei (R) x--) D(’)(x) = ( ()) eine unitire irreduzible Darstellung
yon (R) des Grades n(,). Die Elemente (fl, ...,f(,))(fe) heissen
primitive Harmonike,’’) wenn

1) Y. Kawada and K. ItS, On the probability distribution on a compact group
I., Proc. phy-math. Soc. Japan, 22 (1940), 977-998, (zitiert mit K.I.)

2) Y. Kawada, Bemerkungen zur Theorie der allgemeinen Kugelfunktionen, diese
Proc. 15 (1939), 334-339.

3) H. Weyl, Harmonics on homogeneous manifolds, Ann. of Math., 35 (1934),
486-499.
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Tf, Tf,(,)) (fl,
e D(,)tx"’Jn()! j 06ff

Es ist leicht zu sehen, dass dann f, ..., f() linear unabh/ingig

(I) Jedes Element f yon kann durch eine lineare Kombination
yon primitiven Harmoniken beliebig gut approximiert werden" d.h.,
es gibt fir jedes 0 endlich viele primitive Harmonike (f), )

Jn(2)!

(6) [If-2e,m. a.a

Setzen wit if= M(Ff) (iittelwert yon Ff(x)) so gilt offenbar
(H) Es gibt ein Operator M" 8 f-,fo=Mfe mit

x ) M(af+fig) a(if) + fl(Mg),
( xi M(T,f) T(Mf Mf,
(xii) wenn f= T.f(x e () ist, so ist Mr=f,
(xiii) Mftl < llfil.
Im folgenden setzen wit voraus, dass es in 3 mindestens ein Element
f- 0 mit Tf=f (x e () gibt.

Wie iiblich sei der konjugierte Raum von !D. Aus (I)ergibt
sich nun)

(III) Dafir dass L e (n 1, 2,...) nach einem Lo e als Funk-
tional schwach konvergieren, ist es notwendig und hinreichened, dass
(xiv) L, < K (n 1, 2,...) fir ein K O,
(xv) lira L=(f}a)) =’aSa) fir jede primitive Harmonik f}a).

(IV) Fir L e ist Lf(x) L(Tf) eine komplexwertige f p. Funk-
tion auf (R).

Denn (vi) und pL.f(a, b)=fin, IL(xa)-Lf(xb)l < L II. fin, Tf-
TfJl L II" Tf- Tf[I zeigen, dass Lf eine f.p. Funktion ist).

Nun sei U ein linearer Operator yon in !D. Wit geben dafiir
dreierlei Norm definieren-

1) Beweis yon (I). Nach dem Approximationssatz von Bochner-Neumann in der
Theorie der abstrakten f.p. Funktionen gibt es fiir jedes > 0 eine numerische f.p.
Funktion (x)=2 iN=laSp(D()(x)), so dass (*)tlFf(x)--Ffx (x)[1 < , xe(. Es folgt
aber Fx(x)=MyF(xy-)(y)e fiir FeB. Denn es gibt fiir jedes 0>0 Elemente
xl xn e (, so dass MuF(xy-1)(y)- =aiF(xxl)(xi)l < to ist. Insbesondere

gilt fiir Fe Fx d})(x)=i(MuF(yld)(y)) d(i)(x) e und n(). Fx d} x d)(x)=
()() ()Yq.i((i,F(y)di (y))dik (x)e . Also folgt fiir f(’,D=n() Fx da(.) x d) (1)-

()MF(y)dk (y) e !

XJn()I n(l) (d= n(,))

Da aber Fx_ ,.,-, ist, so ist Fx(1) yon der Form .endi aif(ia). Daher folgt
(6) aus (,) fiir x=1, q.e.d.

2) S. Banach, Th6orie des op6rations linaires, (!932), S. 122.
3) S. Iyanaga and K. Kodaira, On the theo’y of almost periodic functions in a

group, diese Proc. 16 (1940), 157-160.
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U[[0 =finllLIl<_l[[ UL[[=finllfll<l, llL

(7) Ulll =finl /, <_ I(Ui)fl,
Yll fintL) _<. (Ui)fi (L(x)=L(Tf))).

V) T* T* L(f L(Tf sei der konjugierte lineare Operator

auf 3 yon T. Dann ist V I1= V* IIo
Im folgenden soll die dutch (Tf; x e() aufgespannte lineare ab-

geschlossene Mannigfaltigkeit yon mit (f) bezeichnet werden. Wir
sehen auch leicht ein,

(VI) Die Gesamtheit (f) aller f.p. Funktionen L(x)=L(Tf),
Le ist eine linksseitig abgeschlossene Familie yon numerische f.p.
Funktionen auf .

2. Wir betrachten nun folgende Bedingung (B) ffir den Operator
U auf "(B) Wennfr ein Loe und ein foe (f Lo(f)=O) 9(fo) ist,

so ist auch (f (ULo)(f)=O) (fo).
Es sei die Gesamtheit aller U mit (B). Dann gilt
(VII) (xvi) Aus U, U folgt aU+flU und U U,

(xvii) aus Y (n 1, 2,...) U- Ulix 0 folgt U,
(xviii) @ z T*

Nun geben wir eine wichtige Teilklasse yon @. Daffir ffihren wit
eine Topologie in durch das System der allgemeinen Metrike ein"

pf L(X, Y) fin, Lf(axb) L(ayb) [, fe , L e . Dann wird @ nach
(iii), (vi) ein totalschrnkter Hausdorffscher Raum, und Lf(x) ist stetig
auf @. sei ein alle offenen Mengen yon enthaltender Mengen-
kSrper und z(E), E e sei eine additive Mengenfunktion mit beschrnkter
Totalvariation T.V. (Z)< . Wit definieren sodann einen linearen
Operator

(8) U(Z) Tz(dx)

durch (UL)(f)=[ (TL)(f)z(dx). Dann ist U(Z)ll$ T. V. (Z).

Wenn z(E) 0 (Ee E) ist, dann gilt U() U()II0= T, V, ()=
z()). Dieses U(Z) gehSrt ferner offenbar zu @.

U sei ein linearer Operator auf mit der Eigenschaft (B). Ffir

1) Falls (=1 ist, so ist U I1=11 U lt falls ( auf transitiv ist, dann ist U --U 0. Im allgemeinen gilt UI0 UII UI 1.

2) Beweis yon (V). Es gilt Ta* I!(----[Lf(x)] L(Txaf) [g 1. Fiir ]Mfl =1
gibt es nach dem Hahn-Banachschen Erweiterungssatz im komplexen Falle ein L e
mit L II=l und L(Mf)=I. Also ist T*a I1 :> T*a Io T*a L(Mf) ]-l L(TaMf) 1=
L(Mf) ]= 1, q. e. d.

3) Denn U]o=fi-lLf(x), <1 UL(f)1-- ILf(x)p(dx)l< T. V(tO. Wean p(E)

0 ist, dann ist p() > Ul!( U]Io=finlL.f()l <-! ULfl >=tL(Mf)t(dx)l=z(c), denn

es gilt fe ! und L e mit Mf {--- 1, L II-- 1 und L(Mf)-1, q. e. d.
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(f) definieren wir nun einen linearen Operator P=P(U) yon

in :)(f)

(9) P(l(x))=l’(x) fiir l(x)-Lf(x) und

Wenn l(x)=L(Tf)=L(Tf)(L, L.e) ist, so ist (g; (L-L)(g)
=0) > (f). Also ist nach (B) auch (g; (U(L,-L=))(g)=O) (f)
oder (UL) (T=f) (UL) (T=f) l’(). Daher ist die Definition von P
auf (f) sinnvoll. Da fir fi=Tf und ya=x l:(a)lfin=il(x)=
UL(fo) 1 fin, 1L(T,fo)] fin :o<) UL(fo) I=ll UII ist, gilt

(10) P II<s> UII,

wobei lIPIlf> die Norm yon Pauf (f) beutet.
Nun sei =(f, ...,fD primitive Harmonike ffir eine unitre ir-

reduzible Darstellung D() yon "(11) (T=f, ..., T=G)=(, ..., f=)D(x)
Dann ist L:(x)= L(T=)=%iL(.)dz() e [d(x), ..., d=(x)]. Da ferner, ..., f= linear unabhingig sind, gibt es umgekehrt fir beliebiges (a,
..., a=) ein Le mit (L(f), ..., L(f=))=(a, ..., a=) nach dem Hahn-
Banachschen Erweiterungssatz im komplexen Falle. Daher ist

(12) (.) [d(x), ..., d,(x)].

Da P linear auf (f) ist, ist ffir l(x)=L(Tf)=2L(f)d(x)

.l(x) (UL) (Tf) P (l(x))
_

(.)P

Nun setzen wit

dann ist (UL) (f) /%L(.)d+(U, ), oder

<) (v<), ..., v(f,)): ((), ..., (f,)) (+,(v, )).
Da d(U, ) unabhngig von L e ist, gilt auch

<) (<,),..., v:<+:)): (<), ..., (+)) ((, )).
Da U+[[o U[[ ist, ergibt sich also nach (III)

(VIII) U sei ein Operator auf mit der Eigechaft (B)
UlIo 1. Wenn fr jede primitive Harmonik <)
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existiert, so gilt fir jedes L e

(17) lira 1__ (L+ UL+... + U-L) Lo (schwache Konvergenz

als Funktional)
mit einem Lo e

3. U heisse nun stark positiv, wenn es ffir jedes fe ein

k(f) 0 gibt, so dass

(18) (UL(f)) K(f)" fin.((Ls(x))) (Ls()=L(T=f))
gilt. (t bedeutet den reellen Teil.)

Satz 1. U sei linearer Operaor auf mi$ der Eigenschaft (B).
Wenn ferner

(19) U star posiiv,

(20)

st, so

(21)

as
mit einem Lo

(19), (20) folgt zuerst =(UL(f)) fi ((Lf(x))).Beweis. Aus
Es genfigt nun zu zeigen, dass (16) existiert. Nun sei die Gesamt-
heir aller f.p. Funktionen auf und o=(f)+ ...+(f) ffir primi-

tive Harmonike (11). Setzen wit H(/(x)) (UL) (f) ffir l(x) Lf(x) e o,
so gilt

H(al+ fl) aH(ll) +H(). (l, l e o a, fl reelle Zahlen)

]H(1) I/I, e o, (wobei ll=fin l(x) ist),

(H(l)) fin (l(x)), e o.
Es sei wie fiblich g(x)-=Min (0, g(x)) ffir reelle Funktion g(x). Setzen

wir dann

p(2g) p(g). ( O, g e ),
p(g+g) p(g) +p(ge) (g, g e ),
-(H(1)) p(1) ffir le o.

Daher existiert ein reelles lineares Funktional A(g(x)) auf mit

A(ag+g)=aA(g)+A(g). (g, ge; a, fl reelle Zahlen),
A(1) (H(l)) ffir e

-A(g)



_No. 7.] ber einen schwachen Ergodensatz. 349

 uch A(g)=O.

Aus R(g(x)) 0 folgt ferner A(g) -p(g)=O. hnlicherweise
0 A(1) 1. Daher ist

Ho(g)-- A(g)-4A(ig)

ein komplexes lineares Funktional mit den Eigenschaften"

Ho(ag+ figs) aHo(g) +Ho(g) (g, g e 22 a,/ komplexe Zahlen),
o <__ Ho() <= ,
Ho(l) H(1) fiir 1 e H0,
Ho(g) ist reell, falls g(x) reell ist,

Ho(g) 0, falls g(x) O.

Daraus ergibt sich die Schwarzsche Ungleichung

(22) o(I ()I) >Illo@ -.
Um (16) zu beweisen, geniigt es zu zeigen dass es eine unitire Matrix
U gift mit

u-((v, )) u= ’,o ,o 1=1,

0 A

wobei die absoluten Betrage der Eigenwerte von A siimtlich kleiner

als 1 sind. Da d(U, )=Ho(d(x)) sind, kSnnen wir es wie bei K.I.
ausfiihren, indem wir die folgenden (23), (24) bezutzen, die sich aus
(22) ergeben

(23) falls d(x) 1, so ist Ho(d(x))l< 1,

(24) falls Ida(x)l+ +Ida(x)1= 1 and IHo(d(x))I 1 sind, so ist

Ho(d)-...- Ho(d)=0, q. e. d.
Satz . U(Z) sei der lineare Operator auf , der in (8) dutch

U(fO I T* /(dz)

definiert wird. Dann gilt der schwache Ergodensatz (21), falls/(E) 0
(Ee ) and /() 1 gilt.

Beweis. Es geniit zu zeigen, dass U(/) die Bedingungen (19), (20)
geniigt. Es gilt aber

and U(p)1[ p() 1, q. e. d.
Satz 2 finder seine Anwendung, falls =O(n) die orthogonale

Gruppe, die Gesamtheit aller stetigen Funktionen auf n-Sphere and
T die Rotation der Sphere sind.


