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121. ur la distribution des valeurs*.

Par Yosiro TUMURA.
Sizuoka Kotogakko.

(Comm. by S. KAKYA, .I.A., Dec. 12, 1942.)

1. Soit , des domaines du z-plan, dont la frontire finie r consiste
de hombre fini ou une infinit dnombrable des arcs analytiques, et ne
converge que vers le point l’infini. Soit encore w=f(z) une fonction
uniforme et m6romorphe dans Jet sur sa frontire fmie , qui prend
dans J une valeur appartenant au domaine D du w-plan entour par
le hombre fini des arcs analytiques F, et sur r celle appartenant F.
Dsignons par des domaines communs et au cercle zl< z, et
par 8 des arcs de z [=r contenus dans . D(finissons les quantits
n(r, w,f; J) N(r, w,f; ), T(r, w, f; 3) et T(r, f; j) comme le suivant"

1 Islg 1 dre(r, w,f; J) - f(re)-w

Dsignant par n(r, w, f; ) le hombre des racines de l’quation f(z)-w
=0 dans compt4 suivant leurs multiplicits,

N(r, w,f z/)= In(t, w,f J)-n(O, w,f )] +n(O, w,f ) log r,
o

et
T(r, w,f J)--re(r, W,f J)+ N(r, w,f 1)

Soient A(r,f; I) l’aire sphrique (ou l’on eut admettre l’aire euclidienne
si D est borne) des domaines qui sont l’images de J par wff(z); et
A(D) celle de D. Posons

T(r,f )=- l----’A(t,f ) dt
A(D) o t

Alors, M. Kunugui a conjectur6t) que
i) Pour deux valeurs a et b appartenant D, on air

T(r, a,f )- T(r, b,f J)=0 (I).
ii) Pour une valeur de D, on ait

T(r, a,f J)= T(r,f )-t-O (I).
Suivant cette conjecture, MM. Kunugui2), Tuji) et moi4) ont dj

obtenu quelques rsultats.
2. Nos rsultats obtenus sont suivants"

*) Monbusyo-Kagakukenkyu.
1) Mai, (941).
2) K. Kunugi, Une gnralisation des thormes de MM. Picard-Nevanlinna sur

les fonctions mromorphes. Ce Proc. 17 (1941).
3) M. Tuji, On the behaviour of an inverse function of a meromorphic function

at its transcendental singular point. III. Proc. 18 (1942).
4) Y. Tumura, a) Sur le problme de M. Kunugui. Proc. 17 (1941); b) Sur le

premier th,rme dans la thorie des fonctions mromorphes. Proc. 18.
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Th$orme I. Pou" deu aleurs aet b de D, nous avons

T(r, e,f; d) T(r, b, f; J) < ()+h(, b),

o h(a, b) digne un constant ne d@ennt que des de entre a, b
e la frontire de D e la vaur f(O), et 9(r) vri $outes s inSgalits
suivantes

(A) 9(r) < 2A(r, f; ) log .
Par consequent, si lira A(r,f )=, saul l’ensemble E o la variation
de log log res$ borne, nous avons

9(r)< CT(r,f; ) log T(r,f; 3)D

Si A(r,f ) est borne,

(B)

2(r) C v/log r.

9(r) < CI d arg
rr

o r dsigne une portion de la frontire de , qui es$ contenue dans
le cerde zl < r

(C) Dsignant par (r) une moiti$ du hombre des points communs

< Io
Le constant C dpend de a et b.

Thorme II. Pour une valeur w de D, nous avons

T(r, w,f; ,1)-T(r,f; J) l< 9(r)+h(w),

ot 9(r) dsigne une quantit satisfaisant a toutes deux conditions (A)
et (B) de th$orme precedent.

Nous venons prouver ces deux thormes sous l’hypothse (H): Si
consiste de nombreux domaines connexes, f(z) peut tre indpendante

dans chaque de ses composants, c’est--dire il n’est pas ncessaire qu’une
fonction dfinie dans un composant de , peut tre prolonge celle
dfinie dans rautre le long d’un chemin quelconque.

Sous cette hypothse notre valuation de .0(r) est assez precise,
comme rexemple simple le montre. En efet nous pouvons construire
une fonction pour laquelle T(r,f ,) 0 (r) et

9(r) > const, r.

Done, la conjecture de M. Kunugui est en gnral rpondue ngative-
ment2).

1) De mme, on peut prouver que, sauf Er oz la variation de log rest borne,

9(r).Cr/T(’,f ,#) log r log T(r,f ).

2) R4cemment M. Kunugui a publid la Note" Sur la th4orie de la distribution des
valeurs Proc. 18 (1942), dans laquelle il a dbnn une d4monstration de (i). Mais dans
sa dmonstration il y a une erreur essentielle. Son hypothse est aussi (H).
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3. Dans le cas off est un seul domaine connexe, nous pouvons
repr6senter conform6ment un domaine 6 du -plan, tel que

i) Toutes ]es frontires de sont ]es coupures rectilignes rg

ii) Tousles lments frontires t z= correspond ceux ’= o.
iii) La frontibre de ne converge que vers =Soit z=z(O la fonction qui reprsente 3 R tel domaine . Alors

nous avons le
Thorme IIi. Si t consiste d’un seul domaine reprsentant

un domaine ci-dessus par la fonction z=z(0, nous avons pour toute
la valeur w de D

T(r, w, g; ) T(r, g; ) 0 (I)
o g(O=f{z(O}.

4. De Thorime II, nous pouvons prouver le thorbme de MM.
Iversen-Kunugui).

ThorOme IV. Soient Bun domaine qudconque du z-plan, C l’en.
semble de tous les points frontiOres de B, et zo un point qui n’est pas
isold dans C. Soient, encore, w=f(z) une fonction uniforme et mro.
morphe dans B, o.q(B) et S(Co domaines d’inddtermination) de f(z) au
point z=zo relatif au domaine B et relatif au contour C. Alors tout
le point situ4 ur la frontiOre du ,.-’zo’q(B) appartiet o.

Supposons que zo= co, ce qui n’implique aucune gnralit. Faisons
l’antithse qu’il existe sur la frontire de o un point qui n’ap-
partienne pas .q<c> .qc> tant l’ensemble ferme, nous pouvons prendre
le cercle D" w-o[<p, tel que D ne contient aucun point de
i son intrieur ou sur son contour, et que sur la frontire d’un domaine
du z-plan correspondant D f(z) est mromorphe, w tant un point

.(B)frontibre de o’q(B), D contient un point a qui n’appartient pas o.
Par consequent, on a

T(r, a, f; I) = 0 (log r),
c’est-.dire

T(,f; /) 0 (log r).

Or, c’est contradictoire avec la dfinition de
5. Revenons | fonetions mromorphe dns / dfinie u no. 1.
Thom V. S T(z, f; 3) = 0 (lo ), o o8’ofini des composant8 connexes, chacun desquel8 est finiment connexe, c’e8t-

a-dire, il est enour par le hombre limitd des courbes.
Thdoreme VI. Si S contient un point de D au moins, nous

avons
lim T(r’f; )-=
r-,oo 10g r

par consequent, lira A(r,f ,l)= o. De plus, S coincide a la fermeture
de D.

1) F. Iversen, Sur quelques proprits des fonctions monognes au voisinage d’un
point singulier. fv. af Finska Vet.-Soc. FSrh., $$ (1.916). K. Kunugui, Sur un thorme
de MM. Seidel-Beurling. Proc. 1 (1939).

2) Voir les ouvrages cites de MM. Iversen et Kunugui.
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Thdorme VII. POur T(r,f ,#)=0 (log r), // sut et il faut que
S-Sg soit nul.

Thdorme VIII (de M. Iversen)). Si T(r,f )=0 (log r), le
d rines de l’quation f(z)-w=O da est, pour tout l vaurs
de D, $ge

lim T(r,f; 3)
r. log r

De pl, S), par cquent SZ asi, est rtt disctinu sur
contour de D.

6. Dsignons par M(r, w, f; ) maxim de 1 s .
IS(z) wl

Alors no avons le
Thdme IX. Pour une vaur a de D, l’dquation f(z)-a=O

possOde aucune racine da , ors il exte da J un emin
ddrmination a. De pl, no avo, r k 1,

T(r, a,f ) < 15g M(r, a,f ) < k+ 1 T(kr, a,S; J)+const.

dr -const.et log T(r, a,f ) > rO(r
7. Quant second thrme fondamental, nous l’avonsd tabii):
ThorOme X. Soient q poin de D, als a

(p+q.-2)T(r,f; )+2N(r,) 9(r)

N(r, < T(r,f; +
oa 9(r) est une fction satisfaant a (A) du Thdorme I, N(r, F)
digne l’intdgral logarithmique du hombre des courbes
fermd da le cercle z r et couvrent F par corrpoae
w=f(z), compt$ suivant leur multiplidtd de recouvrement, N(r, F)
celle la somme des multiplicitds de recouvrement dimines un, et
N(r, ) celle du hombre des dain parfaitement intrieurs

En rticulier, ce thrme contient l’extension du thrme de M.
Borel: le hombre des valeurs w est au plus deux, dont les ordres,
type, ou classes sont plus bas que celui de T(r,f; )

Quant au nombre des valeurs exceptionelles de ce thrme
enseigne peu. Nous pouvons obtenir pour cet objet une proposition
precise introduisant le nombre des arcs 0. Mais, en gml, il peut
exister une infinit des valeurs exceptionnelles sur F.

1) F. Iversen, loc. cit.
2) Cette proposition contient celle de MM. Iversen-Nosiro. Voir Iversen, loc. cit.,

ou K. Nosiro, On the theory of cluster sets of a analytic functions. Jour. Fac. Sc.
Hokkaido Imp. Univ., S.I. 6 (1958).

3) Y. Tumura, loc. cit. a): Quelques apllications de la thorie de M. Ahlfors.
jap. Jour. Math., 18 (1942).
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8. Considrons maintenant un domaine B qui est une portion
d’une surface de Riemann, tel clue

(K) Le hombre des points de B qui poss0ient une coordonne
commune z est au plus k. Nous pouvons admettre que pour une valeur
z ce hombre est gal k. mais pour l’autre infrieur /c, ou gal
zro.

Soit f(z) une fonction qui est uniforme et mromorphe (saul le
point critique algbrique) dans le domaine riemannien . Par consequent
f(z) est une fonction multiforme par rapport z. Appelons la fonction
possdant telle proprit(, ]a onction algbroide gnralise.

Considrons encore un domaine ou des domaines et une fonction
mromorphe f(z) dans , tels clue

i) est des domaines riemanniens definis par la eondition (K).
ii) La frontire de consiste d’une hombre fini ou und infinit

dnombrable des courbes analytiques, et ne converge que vers les points
l’infini.

iii) f(z) est une fonction algbrode gnralise dans et sur sa
frontire finie

iv) f(z)prend dans une valeur appartenant un domaine du
v-plan entour par un nombre fini des courbes analytiques/’, et sur r
celle de F.

Introduisons les quantits re(r, w,f; ), N(r, w,f; ), T(r, w,f; )
e T(r,f; ) pour l’algbroide gnralise de mme manire que hr. I.

Tousles r(sultats dans les hr. 2- sont aussi prouvs pour une
fonction algbroide gnralise. Par exemple.

Thorme XI. Soien B un domaine riemannien vrifiant la con.
dition (K), C l’ensemble de tous les points frontiOres de B, zo un point
qui n’est pas isold dans C, et f(z) l’algdbroide gdndralise dans B. Soient
encore .() et .q(v) deux, ensembles d’inddtermination au point z relatif0

au domaine B et relaif au son contour C. Alor la fronire de S
est contenue dans celle de S(C. )).

Les dmonstrations dtailles seront donnes dans un autre Mmoire).

1) Quant a la dfinition pour une fontion charact(ristique d’une algbro’ide darts
le cercle, voir H. Selberg, Algebroide Funktionen und Umkehrfunktionen Abelscher
Integrale. Avh. ut. av Det Norske Vid.-Akad. Oslo, 1 (1934), No. 8.

2) J’ai prouv ce thorme sous une condition moins gnrale darts [a].
3) Recherches sur la distribution des valeurs des fonctions analytiques.


