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118. Zur projektiven Theorie der Bahnkurven
dritter Ordnung.

Von Hitoshi HoMBU und Misao MIKAMI.
Kyusyu Teikoku-Daigaku und Hukuoka Koto-Gakko.
(Comm. by M. FUJIWARA, M.LA., Dec. 12, 1942))

1. In einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit wird ein System der
,» baths “ (oder Bahnkurven) 3-ter Ordnung durch ein System der Dif-
ferentialgleichungen 3-ter Ordnung

(1) e+ Hit, @, 2P, 2®)=0 (=12, ..., n)

(™ =dmyi|dt™) gegeben. Vor kurzem hat einer von uns eine Be-
grindung der projektiven Theorie der ,,paths®, die mit einer merk-
wiirdigen Eigenschaft I" ausgestattet sind, gegeben®. Um diese Eigen-
schaft kurz zu erldutern, beachten wir vorerst den Unterschied zwischen
dem Linien- und dem Kurvenelement. Durch Angabe einer beliebigen
Parametrisierung ¢ auf einer Kurve sind die Grossen «f, %, ..., x™%
Bestimmungszahlen des Linienelements m-ter Ordnung der Kurve,
wihrend das Kurvenelement durch die Ableitungen in einer Ko-
ordinate &"=z

da®  d%x® A
dz ’ d22’ ' dem
bestimmt wird. Ein Linienelement einer gewissen Ordnung bestimmt
einziges Kurvenelement derselben Ordnung, aber einem Kurvenelement
sind unendlichviele Linienelemente zugehorig. Da jedes System eines
Linienelements 2-ter Ordnung und eines Anfangswerts des Parameters
t eine Bahnkurve des Systems (1) bestimmt, so laufen durch ein Xurven-
element 2-ter Ordnung unendlichviele Bahnkurven. Wenn alle diese
Kurven bis auf Parametrisierung stets tibereinanderliegen, so sagt man,
dass das System (1) die Eigenschaft I" besitzt. Dafiir ist es notwendig
und hinreichend, dass die Beziehungen von der Form bestehen :

x, («=1,2,...,n—1)

) { LHi=8Hi+ Pt SH = — 354 Pa®i |
o H = Py,
WO
@) L f=frmd+2faa®,  f=fou®

(fyi=0f/0x) sind. Und das System der Bahnkurven (1) stimmt dann
mit dem System aller Integralkurven eines Differentialgleichungssystem
— assoziertes System — von der Gestalt

. _ _ B
(4) “’J;"l‘f (w X2 dz ’—““dzz ) 0 (a,ﬁ 1’ 2, ey M 1)
iiberein.

1) H. Hombu, Die projektive Theorie eines Systems der ,, paths “ hoherer Ordnung
1, Japanese Journ. of Math,, 15 (1938), 139-196; II, Journ. Fac. Sc., Hokkaiddo Imp
Univ., (I) 7 (1938), 35-94.
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2. Wenn zwei Systeme (1) und 2®+H*=0 zu demselben as-
sozierten System gehoren, heissen sie projektiv verwandt. Dabei sind

H und H* mit der folgenden Beziehung verkniipft :
(5) Hi=Hi+ par®% |

wo p eine gewisse Funktion von ¢ und dem Linienelement ist, und umge-
kehrt. Wir haben frither gezeigt, dass unter allen miteinander projektiv
verwandten Systemen oder einer projektiven Klasse der Systeme der
Bahnkurven ein eindeutig bestimmtes System (das ausgezeichnete System)
gibt, das unter jeder projektiven Transformation (5) invariant bleibt.
Somit konnen wir ein projektiv invariantes Ubertragungsschema un-
mittelbar aus diesem ausgezeichneten System herleiten. Zur Bildung
der Ubertragungsparameter und des kovarianten Differentials benutzen
wir dabei die Ableitungen der Funktionen H® bis zur 4-ten bzw. 3-ten
Ordnung. In dieser Arbeit mochten wir, falls die Dimensionszahl des
Raumes grosser als 2 ist, eine andere projektiv invariante Ubertragung
herleiten, die aus den Ableitungen niedrigerer Ordnung gebildet wird.
Der Versuch beruht auf den projektiven Eigenschaften verschiedener
Torsionsgrossen in der affinen Theorie. Um die Rechnung elnfach
durchzufithren, wollen wir nur die Systeme der Bahnkurven mit ver-
schwindenden P, Py, P, in Betracht ziehen. Das wird dadurch gerecht-
fertigt, dass ein beliebig vorgegebenes System mit nicht verschwindenden
P; stets mit den Systemen mit verschwindenden P; projektiv verwandt ist.
Aber bei dieser Uberlegung ist es nicht immer so leicht, die vorbesagte
Erniederung der Ordnung der gebrauchten Ableitungen einzusehen. Die
ausfithrliche Unfersuchung mochten wir bald bei anderer Gelegenheit
verdffentlichen.

3. In der affinen Theorie der ,, paths“ haben wir das kovariante
Differential Dv* eines Vektors v%, das System der Grundiibertragungen
dxY, 52®%, und die kovarianten Ableitungen P v, PiPv?, PPv* folgender-
massen erklirt? :

« . 1 . 3
(6) Dv*=dv*+ >, v da™ ;
u=0u
R T = S .
7 SO = (@ 4 2:_:) ngr)gdw(rn ;
=
2
D,vi____z fo)'vi « SuPk :
®
PPvi=vln, PRV=TOVEHIEY (¢=0,1),
wo
. +1 T 2 i : hl : 7.
9) b= 2 Hyiqans T, j};’=1 = QUL 13i=1%;
P 3 0 1 1 1
0),
(10) { )= ‘3‘H(2>: ) Q)= Hu)g ;
V=IO  RID = RO = .
R$=Qf}, RE= ZQZ%’} R)= Q85— 2Q50.Q7 ;

1) A. Kawaguchi und H. Hombu, Die Geometrie des Systems der partiellen Dif-
ferentialgleichungen, Journ. Fac. Se., Hokkaidé Imp. Univ., (I) 6 (1937), 21-62, ins-
‘besondere Kap. 2.
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(11) Vvt =g — 2 R(s)k’v(s)z
8=q+

sind. Die Parameter des kovarianten Differentials lassen sich in wohl-
bekannter Weise ableiten aus den Parametern einer beliebigen kovarianten
Ableitung ldngs der Kurve, zwar in diesem Falle aus den Kosambischen
Parametern Gi:

(12) Gi= % i ({;’ik =Gl » Il?k =2Gior) -

Von den Torsionsgrossen dieser Ubertragung ziehen wir im fol-
genden die folgenden drei in Betracht:

1
SPCVh= §H<’2>k<z)z ,
0)(0)F e 1 (1 3
(13) S )(z)«’»—-{‘7” ote— Vi Hon}

S(o)a)b-——-{Va) S — 275 Hpy, — E’E O Heoy, - Hyr}

Durch Uberschiebung mit % entsteht aus (11)

w(l)j§§2y= dy f, w(l)jl7§'12f‘= 4y f,
{ A VIFOf = Li£=g w(q+1)l'££_u— H 32{2. -
da Rt(O)m(l)J-- "“%(2)1' Rz(O (1»)5-—Hz sind.

4. Der Emfachhelt halber wollen wir statt der projektiven Trans-

formation (5) die Transformation

(15) Hi(e)=H*+ epx™*
einfithren. Der Parameter ¢ nimmt beliecbige Werte im Interval [0,1]
an, und der Wert ¢e=0 entspricht denrl urspriinglichen System (H?) und
der Wert e=1 dem transformierten (H?). Aus (15) ergibt sich sofort

(15" 2 H¥(e)=pa* ;
oOe

(14)

9/d¢ ist nichts anderes als der Operator der infinitesimalen projektiven
Transformation. Dafiir, dass alle Funktionen P;(¢) des Systems (H "(e))
verschwinden, muss p die Gleichungen

(16) 2p=0, 4p=2p, dyp=0

erfilllen. Nun koéhnen wir beweisen

0 =dp_ 5@ 9
9 pOFf=p&_<_
oe k f k e f »

(17) —g—ﬁng"'— v g)—a‘—f - —z*f’(z)k A f,

PO =02 f~ Lot pTE+ PP ),

€
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wo f eine nicht nur von Linienelement sondern auch von e abhingige
Funktion ist. Z.B. unter Beriicksichtigung der Linearitit des Operators
7f rechnen wir nach (11), (15")

3-27pr=3rp-2f+3(-270)f
Oe Oe Oe

0 O of @ of o 2 ;
=370 0y U o Hiy— 2 Hb,HI )
L S e T R e

=37 (0)*—.)“ — P f— PP —VPp - dof

Im folgenden untersuchen wir die projektive Eigenschaft der-
jenigen Vektoren, welche sich aus den Torsionsgrossen (18) durch Uber-
schiebung ergeben.

(i) Wir setzen erstens

(18) .ISk=S‘£"%’<8>;
dann erhalten wir nach (18), (16)
(19) —a—§k(e) =0.

Dies besagt, dass Sk bei beliebiger projektiver Transformation invariant
blelbt d. h. Sk-Sk

(i) Setzen er zweitens
(20) $i=5P%,
g0 haben wir
(21) G—S;Sk= — (n—2)pen, oder bei Integration 65,=6S,—(n—2)pa,
da nach (15), (16), (17)

2 o . g
— VP Hey= (D H &r— "é‘P(Z)zdszm =PP(pi™) + 20200}

ist.
(iii) Schliesslich rechnen wir

% 7P Hlyr=(n+1)pay+73p+ %‘P(z)zH(lzm )
2——7 VO Hby= %’P(z)kH(zn + EPV P2 Hby —2niPp ,

- E ——-(V 7{’H oo+ H('é)k) = —g‘(n*‘ 2)P<z>hH(’5)k - %Hé)zf’(m ’

und fir die Grosse

SPVE= é{ PP Hly,— 27 H, (2)1"*2—‘751) H(lz)h’H('é)k}
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erreichen wir die Beziehung

(22) a S(lgx%)(%) = %’—PH(Z)M)z (n—2)FPp .

[}

Durch Uberschiebung des letzten Ausdrucks mit V%, haben wir nach
(14)

_____ {6 S(O)(l)l %a)k} =—4(n—1) p.
Wie wir schon bemerkt haben?, kennen wir dass

23) SPPxPE=2S (S = —Hu)z - "11—§H<2)hmzn "61~ % H(2>r>

ist. Daher gewinnen wir die Beziehung
(24) 3—aa—S(e)= —(n—1)p, oder bei Integration 3§=3S—(n—1)p,
e

welche wir in voriger Untersuchung zweckmaissig benutzt haben.
Némlich mit Riicksicht auf die projektive Transformation (5) oder (15')
finden wir das sogenannte ,, ausgezeichnete “ System der im Betracht
kommenden projektiven Klasse?

[I] x(S)i + Sgi__—:x(ii)i + H 2 + 3 1 Sw(l)i =0.
n —

Ferner, da der Koeffizient von p in (22) nach (i) projektiv invariant
ist, erhalten wir fir die Grosse

(25) Se=SPPb+ —L -SSP,
die Beziehung

(26) 6”§—§k= —(n—2)Pp, 6§k=6'§k"‘ (n—2)7Pp .
€

5. Nun mit Hilfe von S, .§k und §k konnen wir aus dem Uber-
tragungsschema in §3 ein projektiv invariantes Schema herleiten. Da
fir die Parameter G¢ der Kosambischen Ableitung (12)

0 N1 i
e | g .w
% 7 3 P@j

gilt, so ist die Grosse
[11] Gi=Gi+—2— S
nach (21) projektiv invariant. Damit kénnen wir, ganz analog wie das

kovariante Differential in § 8 mit Hilfe von G} definiert ist (vgl. (12)),
das invariante Differential definieren :

1) H. Hombu, a.a.O.
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[II1] D* z—olv’“+2 TH da*
Wo wu=0 u
g§k= @+ 1D)Gic e (u=0,1)
ist.
Naéchst erkennen wir nach (17), (21), (24), (26), dass die Operatoren

riof=rof-—2 Sunf-—2_Sunf-Lorpy,

{1l PO =pPf——2 _Suaf,
n—22
Pref=P@f

projektiv invariant sind, und sie ferner dem projektiv invarianten, ko-
varianten Differential des Elements

S V= opWig 2 g aigyk
n—22

V]

0PI = a4 Wit 2SOt LS
n—22 n—23

zugehorig sind :
df= ﬁz(oy . dwk + ﬁlt(l)f . B*w(l)k + ”-'7;:: (22]0 . (t;*x(Z)lc .

Somit moégen wir verschiedene kovariante Ableitungen r;@v?, die bei
projektiver Transformation (5) invariant bleiben, durch

D*v’;=é Vz(q),vi « S @k
q=0
definieren. Da nach (7), [V]
27)  daVi=5"2V— Q¥Pda’ Q&;?’—Q:’i‘iﬁf_—gzsﬁ“’i

ist, erhalten wir durch Ersetzung von da®*® in [III] und Vergleich mit
(27) die Formel

{ PiPvi=1by,

VI : -
V1] eV =T+ T (9=0,1),
q

wo TJI}‘;E= 1;I§-k Bestimmungszahlen eines Affinors sind und I;I*‘:'=T0T;“3k
- rlrg-,Q:;gs:» gewohnliche Ubertragungsparameter.

Letztens erwéhnen wir die folgenden Formel
AIH;;::O ’ AZH;;::—LHIR? ’
(28) { 0 0 20
41T

- i *i_().
i = _I;[jlc , dzl;fjk’-—o ;
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[4y, 7x®1f=0, [, P @1 f=P5 VS,
(29) (4, PEPVf= =0 Vf,  [4a Pk P =TS,
[0, 7 ®)f=—20;®f, [, P5®)f=0,
woraus wir das Verhalten der Grossen TIj¢ und der Operatoren 7;@
q
unter Parametertransformationen schliessen konnen®.

1) H. Hombu, Neue Begriindung der Geometrie des Integrals s= SF(x, 2D, ..., xm)dt

auf die projektive Theorie der , Paths®, Mem. Fac. Sc., Kytsya Imp. Univ,, (A) 1
(1940), §IV.



