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12. ur une extension d’un thorme
de M. Teichmiiller*.

Par Yosiro TUMURA.
Sizuoka Kotogakko.

(Comm. by S. KAKEYA, M.I.A., Feb. 12, 1943.)

1. M.O. Teiehmiiller)a donn6 le th6or6me tr6s 616gant et util
par la m6thode 616mentaire"

Thdorme de M. Teichmiller. Soient if5 un domaine simplement
connexe du -plan et son transversal rectiligne. Soit encore o=()
une fonction rguliOre et univalente qui reprdsente ( en le cercle-unitd
o 1. Alors on a toujours

1 [ log 1 IdOl < CL

o L ddsigne une longueur de et C le constant numdrique.
Nous allons dmontrer l’extension de ce thorbme pour un domaine

multiplement connexe, log__1 est une fonction de Green dans (,

done nous crivons la fonction de Green g(, o; () de pSle quelconque
1o au lieu de log

I (01"
2. Commenons de prouver la proposition pour un domaine quel-

conque doublement connexe. Soient un domaine doublement connexe
limit ar deux continuums et , et (--1 et 2) domaine simle-
merit connexe limit par F, qui confient dans son intrieur. Pour
un senent ’ de dont deux extrmits appartiennent au mme
contour r ( 1 ou 2), (, o; ) (, 0; ). Pr consequent on ,
d’prs (1),

1

Considrons done ]e c off consiste de de gments et
sur une mme droite, hacun desque]s lie . Disignons par L
mme de longueurs de de en, e par Lo lone d’un gment
o le pl petit qui contient et .

Cas de L0 2L. Supsons que deux extr6mits de o apparfien-
nent au mme contour F,. Car dans ]e cas contraire, s o i] existe
troisime gment a entre et , done i] sut considrer com-
binaison de 1 et de a, e ce]]e de et de =.

*) Monbusy6-Kagakukenkyfi.
1) O. Teichmiiller, Unkehrung des zweiten Hauptsatzes der Wertverteilungslehre.

Deuts. Math., Z (1937).



56 Y. TUMURA. [Vol. 19,

2r

Cas de L0:> 2L. I1 est 6vident que le module de est born6
suprieurement par M0). Donc ( peut tre repr6sent6 en coonne
1 <s]< R, tel que s0, s-image de o, t situ sur l’axe rl positif.
R est born supeurement par Ro=eMo, o Ro est un consent
numrique). Par consequent g(s, So; 3)B) sur raxe rl ngatif.
Soit T -image de cette courbe. Alors

g(,0; )<B s T.

Soit o le domaine simplement connexe limit6 par 6, et T.

g(, o: ) < g(, 0; o)+B.
nc on a

(, ." )I< (, ." ./Ii+ BL < C+ B

=
Darts le e off eonsiste de lus de trois segments, on

rouer de la mme manire. insi on a en gnral
emme. Soien N un domaine queleonque dublement ennexe

t limi ar de eontinuums e , transeux de N
sur une droie isfaisen la condition suiante" en dsianr
to les segments de qui lient F, " partage au moins en
deux parties ou " est nul. Alom on a toujoum

1 g(, o; ) [d{ < CL,
2

o5 L d6sie somme de ]onsets de tous]es gments de , et C t
un constant num6Hque.

3. D6montrons ]a proposition dans ]e cas g6n6rM par ]’induction.
Supposons que pour le domaine au plus n-p]ement connexe la prosi-
tion soit prouv. Soit un domaine limit6 p n+ 1 continuums
Nous pouvons admettre que ne contint p de segment dont deux
extr6mit6s situ sur un mme contour F,. Soient encore un g-
ment le pl tit qui contient , et Lo sa loneur. Nous pouvons
admettm de la m6me manire qu’au num6ro prent que de ex-

1) Voir par exemple, O. TeichmSller, Untersuchungen fiber konforme und quasi-
konforme Abbildung. D.M., 3 (1938), pp. 621-678. I1 y a donn le thorme suivant:
Soit D un domaine doublement connexe limit par/’, et rs. F, contient l’origine sur
lui ou darts son intrieur et/’ contient l’infini sur lui ou darts son extrieur. Dsignons
par p maximum de zl pour tout le point z appartenant a r,, et par p minimum de
z[ pour le point de r. Alors

Module de D<logl6(-+1)2
Nous comprenons le module M d’un domaine doublement cormexe, tel que: si$ peut
6tre reprsent en couronne r <Is l< R, alors

M--log R-log r.

2) En effet R0 est infrieur 40.
3) Nous pouvons (valuer B explicitement en employant la fonction elliptique.
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trmits de o appartiennent un mme contour, soit . En cas de
Lo2L, il est trivial de prouver. Done supposons que Lo> 2L.
Dsigons par cart entre deux points de o qui nt situs sur .
Nous pouvons admette que o ne contient pas de point appartenant
uf deux exemis. Alors

Max l Lo
-2 + 2n

LoDsigons p + pour lequel l+ , par un domaine limit par

deux continuu et r+. C’est vident que le mule de est
rn suprieurement. Par consequent nous vons de la mme aon
qu’au numro precedent qu’il exis dans une cour T q lie

+ sur laquelle

g(, o; ) < g(, o; )< B.,

o B, t un consent ne dndant que de n. it encore o un
domaine -plement connexe limit par , ..., + et T. Alo

(, o; ) (, o; o)+B.

D’aprs l’hypothse que pour le domaine n-plement connexe la prosi-
tion it ujours prouve, on aura

2= g(’ o; ) d < = g(’ o; o) d;+ B.2= L
_

C.+ B.2=/L"
Th$orme Z Sent un doine n-pnt con dont cque

ce.nt frtre F, (= 1, ..., n) ntnt au d in,
s travsa rectign r u drte satfaant citi
ivante" en dgnant r " to segmen de dt dz ez-
r$mis apparienne$ au cents frires diff, " partage

ou " est nul, et g(, o; $) une fonctn de Gre da par
ra$ ple o. Alrs

1 eg( o; )d < C,L,
2

L dgne longur , et C, t un constant dpendant q
de n.

Par exemple comme nous uvons prendre toutes les pties
d’une droite connues dans .

4. Soit maintenant w=w() une fonction rli6re qui reprnte
$ en cercle-unit ]w < 1 k feuille, c’t--dire, ]w()]< 1 dans
et w() tend en module vers un quand s’approche de la fmntire de
$, et elle t k-valente dans . Alors

nk

pce que, to les components frontires de corrndent cir-
conference ]w [=1. En effet, il exis toujoum telle fonction w() en
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cas de n=kD.

Car log

Soient p (i= 1, ..., k) z6ros de (0. Alors

log 1 , g(, p; ().

-. g(, p; ) est harmonique rdgulire dans ( et

s’annule sur la frontire. Donc

1 og 1 dCI= g(C,p,; ()ldC] <kC=L.

Thorme II. Sdent et figur ddfini da Thdme prd-
eddt. Soit ence =(0 une fction qui r@rds en cercle-
unit I 1< 1 a k feui e . AXors on a tou ours

o L dsig une lgueur de et C’ un ctant ne ndpeant q
k.

5. Alati. On obtient tout l’heure une exnsion d’un
thrme de MM. Collingwood-Teichmfille)"

TMOme III. Sent w=f(z) u fti orphe tra-
cdente da le cercle [z] <R( +) et z=(w) sa fcti inverse.
Suppos que route la brahe (w) da un cercle w-a < 3 t
une fotion algdbroide a au plus k ddtermit. Als

m(r, a) const. K,

o K signe un co,rant ne d@endant que de k et de 3.

D6monstration. Une branche (w) de (w) repr6nte ]w-a<-
2

en domaine univalent du z-plan, alom J est au plus k-plement

1) L. Bieberbach, (ber einen Riemannschen Satz aus der Lehre yon der konformen
Abbildung. Sitzungsb. Berliner Math. Ges., 24 (1925).

Grunsky, tber die konforme Abbildung mehrfach zusammenhRngender Bereiche
auf mehrblittrige Kreise. Sitzungsb. der Preuss. Akad., 1987 IV.

2) Ce Problgme est tudifi par divers auteurs. E. Collingwood, Sur les valeurs
exceptionnelles des fonctions entires d’ordre fini. C.R., 179 (1924); H. Cartan, Sur
les valeurs exceptionnelles d’une fonction mromorphe dans tout le plan fini. C.R.,
190; H. Selberg, Beitrge zur Theorie der algebroiden Funktionen. Avh. Akad.
Norske, 1931; Algebro’ide Funktionen und Unkehr Funktionen Abelscher Integral,
ibid. 1934; E. Ullrich, Jber eine Anwendung des Verzerrungssatzes auf meromorpher
Funktionen. Crelle 1{}6; K. Yosida, A theorem concerning the derivatives of mero-
morphic function. Proc. of Phys.-Math. Soc. Jap., 17; S. Kakutani, On the exceptional
value of meromorphic function. Ibid; Y. Tumura, Sur quelques propritAs d’une classe
des fonctions mromorphes. Ibid. 18; O. Teichmiiller, loc. cit; Laurent-Schwarz, Sur
une proprit de la fonction re(r, A) de M. Nevanlinna darts les fonctions mromorphes.
C.R., (1940). Nous avons pour la premiere fois que $(a) est nul malgr d’allure des
points critiques, mais il y a une erreur, qui n’est pas d’obstacle d’obtenir la propositior
Mine LaurentSchwarz a prouv ce thorme, mais sa dmonstration est difficile com-
prendre et contient rreurs. Rcemment M. Y. Toki a donn une dmonstration nouvelle
de ce Thorme Conference annuelle de Phys.-Math. Soc. of Jap., 16 Oct. 1942.
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connexe, dbs que ,(w) est algebroide R au plus k dterminations. Tous
les domaines , sont borns, et n’ont pas de point commun l’un
l’autre. Soient qS, un domaine transform6 de , par =logz. Con-

sidrons les fonctions m=[f(eC)-a], elles reprint , en cercle-unit

]1 R au plus k feuille. Or (admetns 5 1 ur simplifier
les ida)

1
2 J0 If(re’) a

1 log 1 d+lg2

o 8 dsigne de tous les arcs de z[=r contenus dans tous ,.
Dsignons par 8 encore tous les seents de =log r=const.
connus dans tous ,. Alors sa loneur t infrieure 2. D’apr
Thrme II,

1 I log 1
2 o

C] L+log ] L<2C,

off @ d6signe segments de !R{=log r contenus dans (, et L somme
de leurs longueurs.


