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25. Ober die allgemeinen algebraischen Systeme, V*.

Von Kenjiro SHODA.
Mathematisches Institut, Kaiserliche Universitt zu Osaka.

(Comm. by T. TAKA(I, .I.A., March 12, 1943.)

16 Aufl6sba.re /steme. Es seien A und B Systeme der Ver-
kniipfungsgleichungen. Wenn man durch B Kongruenzrelationen in einem
primitiven A-algebraischen System 92 definiert, so erhilt man ein Rest-
klassensystem von 9{, welches zugleich B-algebraisch ist. Dieses Rest-
klassensystem und auch die Restklassenzerlegung bezeichnen wir mit
9AB. Jede Restklassenzerlegung von 92 enth/ilt dann ’-){B, wenn sie B-
algebraisch ist. D.h. aus jeder B-algebraischen Restklassenzerlegung
erhRlt man 92 durch Verfeinerung1.

Ist zu .{ homomorph, so ist 93B zu 9{,; homomorph. Ist n/imlich
?{* das zu 93 isomorphe Restklassensystem von ?{, so ist die in 92 deft-
nierte Kongruenz gleichbedeutend mit der Kongruenz in ?[ nach der
Zerlegung {*.

Ist 92 das direkte Produckt 92=([1 [ ), so ist 92 zu 92*=
([u_ 9-[--. [B) isomorph. Da in * die Gleichungen aus B gelten,
so ist 9* zu I homomorph. Da aber das durch 9[ induziete Rest-
klassensystem von ?[ zu homomorph ist, so ist [* zu 9{ isomorph.

Wir werden nunmehr wieder voraussetzen"
I. 92 besitzt ein Nullelement.
II. Die Vereinigung zweier normalen Untersysteme eines Unter-

systems ’ von ./ ist normal in [’,
III. Der Meromorphismus zweier zu I’ homomorphen Systeme ist

stets ein Klassenmeromorphismus.
Dann ist B ein Restklassensystem [,/’ nach einem das Nullele-

ment 0 enthaltenden normalen Untersystem A’. Analog ist .[A ein
Restklassensystem ’]J". Wenn man naeh endlichmaligen Anwendungen
dieser Schritte das aus 0 bestehende System .[ =0 erreiehen kann’,
so heisst [ auflSsbar naeh B oder B-auflSsbar. Ist dabei [(-D :k: 0, so
heisst n die L/inge des aufl6sbaren Systems . Die eben konstruierte
Reihe heisst die absteigende K-Reihe.

Ist 93 zu / homomorph, so haben wir schon gezeigt, dass zu
A homomorph ist. Sind B=/3’, AB=]-I’, SO ist 3’ auch zu
homomorph. Wie wir schon gesehen haben, ist n/imlich zur Ver-
einigung der Restklassenzerlegungen 92. und 92]: isomorph, wo
zu isomorph ist. Nach II und III ist daher 93B einem Restklassen-

I in Proc. 17 (1941), 323-327; II ebenda 18 (1942),, 179-184; III ebenda 18 (1942),
227-232; IV ebenda 18 (1942), 276-279.

l) Vgl. hierzu 3.
2) I(,,-D braucht nicht B-algebraisch zu sein. Der Schax [2(n-1)/in)] muss aber

ein B-algebraisches Restklassensystem enthalten. Nach der Voraussetzung III besitzt
jeder Schar ein grSsstes Restklassensystem, das jedem anderen System aus dem Schar
homomorph ist. Also muss das grSsste Restklassensystem ?[(n-D/I(n) B-algebraisch
.;in. Dies gilt auch fib" alle ?l(i--D/9lti).
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system ’-[/’.}[’ V ( isomorph; also ist ’ zu -’J[ V (]( und folglich nach
dem zweiten Isomorphiesatz einem ’]’)A A ( isomorph1). Dutch wieder-
holte Anwendungen dieser Schritte beweist man- Ist einem B-auflSs-
baren System homomorph, so ist 3 auch B-auflSsbar und die Ldnge
yon ’J ist nicht gr6sser als die yon t.

Ist ein Untersystem yon I und =[][’, !D=!D/’, so
__

A’. Denn 2’ besteht aus den mit 0 kongruenten Elemente aus
nach den Gleichungen aus B, die fiir alle Elemente aus J vorausgesetzt
sind. Also ist sicher !D’__ A 92’. Hieraus folgt unmittelbar" Jedes
Untersystem . eines B-aufiSsbaren Systems A is auch B-au.flSsbar und
die Ldnge yon 93 ist nich$ grSsser als die van

Man beweist auch leicht- A ist dann und nur dann B-auflSsbar,
wenn es eine K-Reihe besitzt. Dabei verstehen wir unter einer K-Reihe
eine Normalkette I =Jo, [, ..., 2,=0 derart, dass ein System der B-
auflSsbare Restklassensysteme {_/2, i=l, ..., n, existiert, oder was
dasselbe ist, dass die grSsste Restklassensysteme[_] alles B-algebraisch
sind. Nach der Definition der AuflSsbarkeit ist diese Bedingung not-
wendig. Gibt es umgekehrt solche K-Reihe, so ist l’

__
92, u.s.w. Daher ist [()

_
A.= 0, u.s.b.w. Zugleich bewiesen

ist" Die Ldnge jeder K-Reihe ist nich$ kleiner als die LSnge yon

Besitzt ’)A eine Kompositionsreihe 92=A, 92, I=0, so ist 2 dann
und nur dann auflSsbar, wenn die grSssten Restklassensysteme
alles B-algebraisch sind. Dies folgt nach oben unmittelbar aus dem
Jordan-HSlderschen Satz.

Eine K-Reihe 2=a 5 : --0 heisst eine aufsteigende,
wenn es keine K-Reihe A=, , t=0 mit a=b und
( b/, i= 1, 2, gibt. Gilt die Maximalbedingung fir die Unter-
systeme van I, so ist dann und nur dann auflSsbar, wenn es eine
aufsteigende K-Reihe besitzt. Dies ist nach der Definition der aufstei-
genden K-Reihe klar.

Es gilt ferner- Das direkte Produkt ier B-auflSs)aren Systeme
ist wieder B-auflSsbar. Die IAinge des direkten Produktes ist gleich
der grSssten Linge unter, den der Glieder.

17 Stark auflSsbare Systeme. Es sei nun !l ein Untersystem yon
{. Wenn man B als Relationen hinzufiigt, die nur fiir die Elemente aus

gelten, so erhilt man ein Restklassensystem yon I und folglich ein
yon 22. Diese beiden Restklassensysteme mSgen wit bzw. mit A(B,
und .(B) bezeichnen. Ersichtlich ist ’))l in 2(B)enthalten. J(B,
ist in der Tat die kleinste Restklassenzerlegung derart, das 9(B) die
Zerlegung !ff enthiilV). Fiir 9 ist ’.)I=(B, A)-= I(B). Nun kann
man analbg wie bei . 16 vorgehen und beweisen- Ist zu 2 homo-
morph und ist ’) das Bild yon , so ist (B, Yl) zu 2(B, ) und (B)
zu.?)l(B) homomorph. Ist ?{ das direkte Produkt

’) ist A(B, 9:) zum direktenund ist :0 ein Untersystem yon .t, so

1) Vgl. 11.
2) Die aufsteigende K-Reihe wird in. allgemeinen nicht eindeutig bestimmt.
} It ’2 eine Gruppe und ist B die Kommutativifiit ab--=ba, so stimmen diese

ldn 13egriffe bekanntlich fiberein.
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Produkt ([I(B, Jl)’--k(B, [Jk)) isomorph, wobei ![}--(!9ll!I2 !ffk) ist.

Nach der Voraussetzung I kann man H(B)=[]H’ tmd im all-
gemeinen 2(B, (-D)=I]2() setzen. Dadch erhRlt man, wie man
sich leicht firzeu, eine ihe der nomalen Unmysme

’ "---. heist srk B-aur, wenn ()=0 ffir ge
n is Dn heist die Reihe die absge -Rei nach B. Ist
(-)0, heist n die nge des sk B-auflSsmn Sys
Emichflich ist jes sk B-auflSsbe Sysm sts B-aSsr. r
srk B-auflSsb Sysme kann man analog wie ffir B-aSsSysme
vorgehen. Es s mlh zu ph und. Sind (B, )=/’ und (B, )=[, so t " zu ’-ph. Daraus folgt" Ist dn stark B:ausr Sysm
homph, so t ah stark B-auflr und d nge
nht grS d v . Ist ein Unts
dn in enth UnbosOm v , t " in ’ n,wo 2(B, )=/’, D(B, )=]’ t. raus fol" J Un-
sys d srk B-auflSsr Sys t ah srk B-aug-
bar und die LSnge v t nht5 dv. Es It auch"
t nn und nut dann srk B-ausbar, wn
t. Dai vemhen wir unter einer -Reihe eine Nomalkette
2 =20, 2,---, 2.=0 mit den normalen Unmysteme 2 yon 2 demrt,
d ein System der B-algebrhen Rtklnsysme _[, i=l,
2, ..., n, existiert. D L4nge je -Rd ist nichtk die
Ldnge v .

Eine -Reihe 2 =0 heist eine aufsge,
wenn keine E-ihe 2=b b b0=0 mit

b+, i=l, 2, ..., bt. Gilt d Mdingung ffir dn
Unrsme v , so t nn u nur nn auflSsbar, wn
dne aufstdge -Rd $. Man n in der Tat eine aufsi-
gende -Reihe folgendermn konstemn. In dem n t-
klnsystem /0 nehm wir ein mamal nomal Unmysm
a derart an, ds die Gleichungen a B ffir die Elemen aus 1/0
stehen und, ds den zuletzn Gli 2(-D der aigenden
Reihe enthlt. Dann ist d grS lnsysm 2]a zu 2/2(-
homomorph, al ist die nge yon 2] kleiner als n. Man kann ffir
/a analog vorgehen, s. w.) Damit ist zugleich win- Es
d aufstdge -Rei, nge gch d

Es gilt femer eichtlich- D dimk Prukt der srk B-a-
baren Systeme ist auch sk B-auflSsr. Die nge d dimkn
duk ist gleich der Sssten Lnge unter den der Glider.

18 Nilpote Syst. Es i wier ein Unmysm yon

Sind die Gleichungen aus B die yon den Elemenn a, ..., a,, x, ..., x,
tmchten wir B als Relationen yon 2 mit a aus 2 und x aus’.

1) Ist dabei nut maximal angenommen, so kann man eine aufsteigende K-Reihe
konstruieren, die a enthilt. Die aufsteigende K-Reihe wird im allgemeinen nicht
eindeutig bestimmt. H sei z.B. eine Gruppe, B die Kommutativitt. a sei ein maxi-
maler abelscher Normalteiler von H, a/a ein von H]a, u.w. Solche Reihe ist eine auf-
steigende K-Reihe, die ersichtlich nicht eindeutig bestimmt.
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Dann erhilt man. ein Restklassensystem yon ?[ und folglich ein von
Diese beiden Restklassensysteme bezeichnen wir bzw. mit 2[B,] und
2[B]. Ersichtlich ist Jl(B) in 2)l[BJ enthalten. Ffir
2(B)=I[B]. Nun kann man wieder analog wie bei den 16, 17 vor-
gehen und beweisen" Ist !D zu 2 homomorlah und ist
so ist !D[B, 2)lj zu I[B, !I)l] und !)l[BJ zu !I)l[BJ homomorph. Ist I das
direkte Produkt I =(JlJ---Ik) und ist !l, normales Untersystem yon

I,,-so ist t[B, !}] zum direkte Produkt yon den I[B, !I] isomorph,
wobei =(12 k) ist.

Ist I[BJ=I/’ und im allgemeinen [[B, "-1)]=9J/"), so erhilt
man eine Reih der normalen Untersysteme 92=

__
heisst B-nilpotent, wenn (r=0 fiir gewisse r ist. Diese Reihe heisst
dann die absteigende Z-Reihe. Ist 2)(r-1):k 0, so heisst r die IAnge des
B-nilpotenten Systems I. Ersichtlich ist jedes nilpotente System stets
stark B-aufliisbar. Die in 16, 17 angegebenen Sitze kann man auf
den Fall der B-nilpotenten Systeme iibertragen, wie folgt. Ist einem
B-nilpotentn System ?I homomorph, so ist auch B-nilpotent. Die
Ldnge yon ! ist dabei nicht grSsser als die van I. Jedes Untersystem
eines B-nilpotenten Systems ?I ist stets ein nilpotentes, dessen Ldnge
nicht grSsser als die van I ist. [ ist dann und nut dann B-nilpotent,
wenn es eine Z-Reihe besitzt. Dabei verstehen wir unter einer Z-Reihe
eine Normalkette .I=0,, ...,8=0 mit den normalen Untersysteme

yon I derart, dass ein System der Restklassensysteme
I’t--t]2, ..., I(’)=I], mit 2(-) /" existiert und, dass die Gleichun-
gen aus B fiir a aus I") und x aus dem Untersystem _] yon

gelten. Die Beldingung 2"-1) i[") ist aber iiberfliissig, wenn man als
2") stets das grSsste Restklassensystem yon J nach , annimmt. Die
I,nge jeder Z-Reihe ist nicht kleiner als die van

Eine Z-Reihe J : 5 5o=0 heisst eine aufsteigende,
wean es keine Z-Reihe l=t) th t)o=0 mit
th+, i=1,2, ..., gibt. Gilt die Mazimalbedingung fir die normalen
Untvrsysteme van l, so ist I dann und nut dann B-nilpotent, wenn
es eine aufsteigende Z-Reihe besitzt. Es gibt eine aufsteigende Z-Reihe,
deren LSge gleich der van { ist).

Es gilt ferner" Das direkte Produkt der B-nilpotenten Systeme
ist auch B-nilpotet. Die IAnge des direkten Produktes ist gleich der
grSssten IAnge unter den der Glieder.

Kiirzlich hat K. Iwasawa eine Yerallgemeinerung der Zentralreihe
in der Gruppentheorie aufgestellt,") die man such anf tmseren allge-
meinen Fall iibertragen kann. Ti und Y seien zwei Untemysteme von
?[. Betrachtet man die Gleichungen aus B fiir a aus Y und x aus
!D, so erhilt man ein Restklassensystem von ?[ und folglich ein wn .
Das erste sei I[!Dt. Analog kann man durch ’ und Y ein normales

1) Die aufsteigende Z-Reihe wird im allgemeinen nicht eindeutig bcstimmt. Sie
wird aber eindeutig bestimmt, wie im oben angegcbenen Beispiel in der Gruppentheorie,
wenn aus den Gleichungen F(a[ as xa xt), F(a[ as y y.) stets $’(a o xay
xy) fiir jede Verkniipfvng a / und fiir alle Elemente a aus ?[ folgt.
2) Die von K. Iwasawa angegebene Formulierung ist etwas anders. Er hat nim-

lich die in den I,ehrbiichern iibliche Definition der Zentralreihen dirckt verallgemeinor.
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Untersystem " yon bestimmen. Ist ---0 fiir gewisse r, so erh/ilt
man eine verallgemeinete absteigende Z-Reihe. Im Fall .I==
stimmt diese Reihe mit der absteigenden Z-Reihe iiberein. FOr die
Systeme mit der verallgemeinerten Z-Reihe kann man auch analog vor-
gehen. Dadurch werden die in diesem Paragraph angegebenen Stze
ohne M0he verallgemeinert.


