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40. ur le paralllisme et la concourance
dans l’espace de Riemann.

Par Kentaro YANO.
Institut Mathmathique, Universit Imlriale de Tokyo.

(Comm. by S. KAKEY,. M.LA., April 12, 1943.)

1. Le groupe d’holonomie de l’espace d Rnn.
Soit Vn un espace de Riemann a n dimensions dont la forme

quadratique diffrentielle fondamentale est

(1.1) ds--gddx (, /, , .... 1, 2, 3, ..., n)
et [e] le repre naturel dans l’espace euclidien tangent en un point
courant M, alors on aura e-e=g en chaque point de l’espace.

Cela tant, la connexion euclidienne sans torsion de l’espace s’exprime
par les quations

(1.2) dM=dxe de,= (}dxe

o5 {} sont les symboles de Christoffel form& avec les g.
Si l’on se donne, dans l’espace de Riemann, un chemin allant d’un

point P un autre" point Q, on peut raccorder, grace cette connexion
euclidienne, l’espace tangent en P de proche en proche le long du
chemin constdr avec l’espace tangent en Q. C’est--dire que l’on
peut dvelopper, sur un mme espace euclidien, le chemin et le relre
naturel attach chaque point de ce chemin. En dcrivant ainsi un
contour ferm p$.rtant d’un point P et y revenant, le point Pet le
repbre naturel en ce point subit un certain dplacement par rapport/t
leur position initiale.

Ces dplacements associds tous les contours ferms d’origine
donne P forment un groupe que M. Cartan appelle groupe d’holonomie
de l’espace. Ce groupe est essentiellement le mme quel que soit le
point d’origine P de l’espace. Si ce groupe d’holonomie de l’espace est
un sous-groupe du groupe gnml de dplacements euclidiens, chaque
transformation infinitsimale de la connexion euclidienne appartient
aussi ce sous-groupe.

2. L paralllisme et la concourance dans l’espace de Rinann.
Supposons que le groupe d’holonomie d’un espace de Riemann laisse

une direction invariante et dsignons par v le vecteur ayant cette
direction et de longueur, constante. Alors, d’aprs ce qui est dit darts
1, on a

d(ve)= (dr+{.}v"d )e=O,
d’ofi

donc, v est un champ de vecteur parallle.
Inversement, si v est tm champ de vecteur parallle, il est vident
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que le groupe d’holonomie de l’espace laisse la direction ve invariante.
Donc, nous avons le
Tme 2.1. Pour que le groupe d’holonomie d’un espace de Riemann
laisse une direction invariante, il est naire et suant que l’espace
admette un champ de vecteur parallle, soit, qu’il existe un vecteur satis-
faisant a (.1).

Cela itant, supposons ensuite que le groupe d’holonomie d’un espace
de Riemann laisse un point invariant et dsignons-le par M/ve.
Alors, d’aprs ce qui est dit dans 1, on trouve

d(M+ve) (dx /dv +{}vd)e O,

Nous dirons dans ee eas que v est un champ de vecteur coneourant.
Inversement, si v est un champ de vecteur concourant, il est

manifeste que le groupe d’holonomie de l’espace laisse le point M+ve
invariant. Donc, nous avons le
Thorme .. Pour que le groupe d’holonomie d’un espace de Riemann
laisse un point invarian, il est ndcessaire et susant que l’espaoe
admette un champ de vectour v concourant, soit, qu’il ex un vecteur
v satisfaisant a (.).

3. Les propridtds des gdoddiques et des eerdes clans un
c Riemann.

Nous eommengons par un thorme bien connu"
Thorme 3.1. La eourbe dont la tangente se ddplace toujours par-
ment elle-mdme le long de la courbe est une gddsique.

Cela tant, supposons que la tangente passe toujours par un point
fixe quand on dveloppe eette eourbe sur l’espaee tangent en un point
de la eourbe.

dxEn dsignant ce point par M+a----e on doit avoir

=o,

d’oh x dx + {} df dx -0 1+ da

ce qui montre que eette courbe est aussi une gO)dsique. Done, nous
avons le
Tme 8.. Si la tangente d’une courbe passe, quand on la dv,
toujours par un point fi, elle est

Considmns cette lois une courbe dont le vecteur de courbure
passe, quand on la dveloppe, par un point fixe. Alors, on aura

d( , (d d eM-i-a---e’- -1- " =0
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d’ofi sa --g---s2- --=0, --=ga s s=
ce qui montre que cette courbe est un cercle de l’espace de Riemann,
et on a le
Thzre 3.3. La cou’be dont le ecteur de courbure passe, si l’on la
dvdoppe, par un point fre esS un crd de l’espace de Rieman,.

En combinant les rsultats du paragraphe prcbient et les Thormes
3.1, 3.2 et 3.3, on aura les
Thorme 3.. Si une de Riemann admet un champ de vecteur
v parallle, la carbe dons la tangente es$ toujours dirige dans la
direction du vectur v est une gt$sique.
rne 3.5. Si un espace de Riemann admet un champ d vecteur
v coruourant, la corbe dont la tangente est tntjours dirige dans la
direction du veczeur v est une g$odsique.
Thorrne 3.6. Si un espace de Riemann adme$ un champ de vecteur v
concourant, la courbe dont le vecteur de courbure est toujours dirig$
dans la direction du vecteuv v es un cercl de l’espace de Riznmnn.

4. Los propri.t des hypersurfaces tota2ement giSiZlUeS et
ombiliques dans un espa de Riemann.

Soient

(4.) =(,) (i,, k, =i, ., , ...,
les quations paramtriques d’une hypersurface V,-1, et posons

..a= B.B. -), g- ., B.a=ggaB (gg-

et
(4.2) Hi/, =Ba; -- B B {} B;a{},

oit {} dsignent los symboles de Christoffel form,s avec los composantes
g du tenseur fondamental de l’hypersurface.

Si ron dsigne par B le vecteur unitaire normal l’hypersurface,
on peut poser H;---HB et H s’appelle le second tenseur fonda-
men de

Cela 4rant, pour une eourbe (s}--a((s)) sur l’hypersurface, n0us
avon

b B;a d.H. daf"(4.) -- -- d d

of /Js dsigne la drive covariante le long de la courbe.
Or, si toutes les gvdsiques sur l’hypersurface V_ sont aussi des

godsiques de l’espace ambiant V,, l’hyporsurface est dite totalement
gbdsique.

La condition ncessaire et ste pour qu’une hypersurface soit
totalement glsique est Ha--O, et par suite H--O.

Cela dit, pour un vecteur vafBv tangent l’hypersurface totale-
ment gd(ique, nous avons v--Bav, dig_ant la drive cova-
riante, d’of o tire le
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Thdorme 4.1. Si l’on ddplace parallment un vecteur tangent l’hyper-
surface torment godique le long de cette h,ypersurface, le vecteur
d,plac, est aussi tangent cette hypersurface.

La drive covariante de Bi tant H;- , la drive covariante du
vecteur unitaire normal B est donne par les quations de Weingarten

B:=-B H.,

off H.=gJHk, d’ofi on obtient le
Thorme .. Pour qu’une hypersurface soit tot gd, il
est ncessaire et suisant que le vecteur unitaire normal soit toujours
parallle le long de l’hypersurface.

Le second tenseur fondamental tant donn par Hk, l’hypersurface
dont les directions principales et par suite dont les lignes de courbure
sont indtermines, c’est--dire l’hypersurface pour laquelle on a

ttj 1 H.%ga
-1

est dite totalement ombilique.
Quand on dveloppe l’hypersurface totalement ombilique, ses

normales B et B-t-dB se coupent. Car

B/dB=B_BHdx=B/ 1
-1

Inversement, si B et B-t-B se coupent toujours, on doit avoir

aB /dx fl(B +B) fl(B B;H d)

d’oa H=-, -= - -----a n--1H?,,
ce qui montre que l’hypersurface est totalement ombilique. Doric, on
a le
Th2orme 4.3. La condition ndcessaire et susante pour qu’une hyper-
surface soit totalement ombiliqude est que les normales en dsux points
infiniment voisins se coupent toujours quand on dddoppe l’hypersurface.

Cela tant, considrons une hypersurface dont la normale passe
toujours par un point fixe quand on la dveloppe. Dans ce cas, nous
avons

d(M/aBe) (dx /daB /eJB)e (/daB aBaSH d)e O,

d’ofi H._I, 1 1 H.%=constante,
a a n-1

c’est--dire l’hypersurface dolt tre totalement ombilique et sa coubure
moyenne constante. Inversement, si une hypersurface jouit de cette
proprietY, ses normales passent,, quand on la d4veloppe, toujours par un
point .fixe. Donc, on peut 6noncer le
Thorme $.$. Pour qu’une hypersurface soit totalement ombiliqude et

courbure moyenne constante, il est ndcessaire et sufftsant que sa
normale passe, quand on la ddveloppe, toujours par un point fixe.
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Cela tant, considrons une gbdsique (s)--((s))sur l’hyper

surface totalement ombilique a courbure moyenne constante, on a
de (4.3)

z 1 H?B
n-1

ce qui montre que le vecteur de courbure passe toujours par un

point fixe, done !a courbe (s)est un cercle de l’espace ambiant V
de Riemann. Donc, nous avons le
Tme .5. La gxtque d l’hypersurface totzdement ombiliqu
couzbue moyene consnte est u cerde de l’estxw ambnt.

Inversement, si la gbdsique d’une hypersudace est toujours un
cercle de l’espace ambiant, les (quations

montrent que la normale B doit passer toujours par un point fixe
quand on dveloppe l’hypersurface, done elle est une hypersurface totale-
ment ombilique courbure moyenne constante, et nous avons le
Tme .6. Si la gdosique d’une hypersurface est toujouzs un
crde de l’espace mbiant, cett hyprsuzface est tot ombiliqu
et coubuze moyenne conspire.

Pour une courbe sur l’hypersudace totalement ombilique courbure
moyenne constante, en drivant encore les quations

H.B

le long de la courbe, on a

( )
done, si les sont proportionnelles aux --, e’est--dire, si la eourbe

est un eerele de l’hypersurfaee, __as sont proportionnelles aux --e’est--dire, la eourbe est un eerele de l’espaee ambiant. Done, on ale
Thorme h.7. Le cere de Fhypersurface totalment omu
courbure moyenne constante est aussi un crch de ’eapace ambiant

Inversement, si les eercles d’une hypersurfaee sont toujours les
eereles de l’espace ambiant, les (quations

BHH.ad d d

qui sont obtenues de (4.3), nous donnent



94 K. Yso. [Vol. 19.

H 1 H?g I. H.-constante,
n--1 n--1

donc, nous avons le
Thorme 4.8. L’hypersurface dont les cercle sont toujours les cercles
de l’espace ambiant est totalement ombiliqude et sa courbure moyenne
eat constante.

5. La structure de l’espace de Riemann qui admet un champ
de vecteur parallle tat concourant).

Si un espace de Riemann V admet un champ de vecteur v
parallbAe, v doit, d’apr le Th6orme 2.1, satisfaire / v:,--0 d’ofi
v:, 0 en posant v gv, donc, nous avons

3v 3v =0,

Ov Alors, lesce qui montre qu’il existe une fonction telle que v-
hypersurfaces dfinies par les quations v(, , ..., x’)=constantes sont
totalement gdsiques et sea trajectoires orthogonales sont les gbxl(-
siques, car, v tant un champ de vecteur parallile, la courbe dont la
tangente est dirige dans la direction de v est une gO)dsique et la
normale l’hypersurface v(a, x, ..., x) constante est toujours Imxallifl
Donc, dans notre espace V, il existe une famille des hypersurfaces
totalement gCd6siques dont les trajectoires orthogonales sont godsiques.
Inversement, s’il existe une telle famille des hypersuraces dans un
espace de Riemann, il est facile de dmontrer que l’espace de Riemann
admet un champ de vecteur parallle, donc, nous avons le
Thgorme 5.1. La condition ncessaire et su.ante pour qu’un espace
de Riemann admette un champ de vecteur parallle est qu’il contienn
une famille des hypersurfaces totalement gdodues dont lea traertaires
orthogonales sont g$oddsiques.

Dans ce cas, si-l’on choisit un systeme de cordonn6es dans lequel
les quations des hypersurfaces sont x=const, et les courbes x--con
stantes sont orthogonales aux hypersurfaces, la forme quadratique
diffrentielle de l’espace s’&rit

(5.1) dsa gk(xi)dxdxk+dxd
Inversement, si la forme fondamentale a cette forme, les hyper-

surfaces z=constantes sont totalement g6od6siques et les courbes x=
constantes sont g6od6siques. Donc, nous avons le
Thorme 5.. La condition ncessaire et tfftsante pour qu’un espace
de Riemann admette tn champ de vecteur parallle es$ qu’il existe un
systme de coordonndes dans lequel la forme fondamentale de l’espace
s’dcrit sous la forme (5.1).

L’espace V admettant un champ de vecteur v parallle, con-
sid6rons une hypersurface x=x(x) totalement g6od6sique dont la
normale ne coincident pas avec v, et posons v=B.v, alora on a

1) Tousles rsultats de ce tmragt-aphe sont communiques l’auteur par M.F
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v; k (B’:a va); k H’:av +B’:a v:,B" O.

Donc, l’hypersurface admet aussi un champ de vecteur v parallle,
et on a le
Thorme 5.3. Si l’espace admet un champ de vecteur parallle et il
existe une hypersurface totalement gddsique qui n’est pas orthogonale

v, l’hypersurface admet aussi un champ de vecteur parallle.
Cela tant, supposons que l’espace de Riemann admette un champ

de vecteur v concourant, alors, d’aprs le Thorme 3.2, fl doit satis-
faire +v;=0, d’ofi g,+v:=O. Donc v: est sym(trique par
rapport / et et par consSquent, en raisonnant comme ci-dessus,

ovon en conclut qu:il existe une fonction telle que v=-x Or, hyper-

surfaces d(finies par les luations v (x, ..., x)=constantes sont totale-
ment ombiliqus et courbure moyenne constante et ses trajectoires
orthogonales sont les g(dsiques, car v tant un champ de vecteur
concourant, la courbe dont la tangente est dirige dans la direction de
v est une gS:lsique et la normale l’hypersurface v (x, ..., x)=con
stante eat toujours concourante, doric, dans notre espace, il existe une
famille des hypersurfaces totalement ombfliques courbure moyenne
constante dont les trajectoires orthogonales sont godsiques. Inverse-
ment, s’il exsiste une telle famille des hypersurfaces dans un espace de
Riemann, il est facile de dmontrer que l’espace de Riemann admet un
champ de vecto concourant, donc nous avons le
Thorme 5.4. La condition nessaire et sufftsante pour qu’un espace
de Riemann admette un champ de vecteur crant est qu’il contienne
une fami des hypersurface totalement ombiliqudes courbure moyenne
constante dont les traiectoires orthogona2es sont les gues.

Darts ce cas, si l’on choisit un systme de coordonnbs dana lequel
les hypersurfaces snt reprentO par x=constantes et les tra:iectoires
orthogonales par x=constantes, alors, il est facilement montr que la
forme fondamentale de l’espace s’crit

(5.1) d=(’)g(xgdxd+dx".

Inversement, si la forme fondamentale a cette forme, les hyper-
surfaces =constantes sont totalement ombiliques et t courbure
moyenne constante et ses trajectoire orthogonales sont gO)dsique, done,
nous avons le
Thor$me 5.5. La condition ire et sufftsante pour qu’ un espace
de Riemann admette un champ de vecteur concourant est qu’il existe un
systme de coordonds dans lequd la forme fondamentale s’dzrit sous

forme (5.).
L’espace admettant un champ de vecteur concourant v, considmns

une hypersurface totalement godique x(x) qui n’est pas orthogonale
a v, et posons v=B.v, alOrs on a

+:=+(B:,vg:=+(H.%v’+B:v:B;:)=-=0,
ce qui montre que lypersurface admet aussi un champ de vecteur v,
done, on ale
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Thjorme 5.6. Si l’espace de Riemann adme un champ de vecteur v
concourant et il existe une hypersurface totalaent gIue qui n’est
pas orthogonale a v, l’hypersurface admet asi un champ d vecteur
concourant.

6. Ls espace d’Einstein admettan$ un champ de vecteur parall
ou concouran$.

Considrons un espace d’Einstein, soit, un espace de Riemann dont
le tenseur de Ricci satisfait/t

(6.1) R=lRg
n

oh nous avons pos-

Or, si ron suppose que cet espace d’Einstein admette un champ
de vecteur v parallle, d’aprs le Thorme 5.2, la forme fondamentale
peut s’crire

(6.2) d=*g-(x)dd+dd.
En calculant, dans ce systme de coordonn(es, les symboles de

Christoffel, le tenseur de courbure, le tenseur de Ricci et la courbure
scalaire, on a

(6.3) {}=*{}, R.f*R., R=*R, R=*R.

les autres {}, R. et R (tant tous nuls, oh les (toiles indiquent
que les quantits qui les portent sont form(es partir de *g. Des
quations (6.1) et (6.3), on pout facilement dduire que *R=O, R=
*R=0. Donc, on ale
Thorbme 6.1. Si un espace d’Einstdn admet un champ de vecteur
parallble, sa courbure scalaire est nulle et sa formefondamentale prend
la forme (62) of *g#(x)dx#dx est la forme fondamentale d’un espace
d’Einstein (n-l) dimensions dont la courbure scalaire est nulle.

De ce Thrme, on tire le
Thin,me 6.. Un espace d’Einstein (n-l) dimensions dont la
courbure sea,ire est nulle peut se plonger clans un espace d’Einstein
n dimensions dont la courbure scalaire e.st aussi nulle.

Cela tant, considrovs un espace d’Einstein admettant un champ
de vecteur concourant, alors sa forme fondarnentale peut s’crire, d’apres
le Thorme 5.5, sous la forme

(6.4) ds (x) *g#(x)ddx +dxdx
dans ce cas, les symboles de Christoffel {} sont dorm,s par

*hi}, {2J

les autres etant nuls, par suite, les composantes du tenseur de courbure
par
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Done, en les substituant dans (6.1), on obtient

*R=(n-2)*g,, *R=(n-1)(n-2), R=0,

d’ofz on obtient le
Tme 6.3. Si un espace d’Einstein admet un champ de veteur
concouran, sa courlmre scalaire est null et aformfondmentale pruI
la forme (6.4) oft *g()dd est la rztriqzte d’un espaee d’Einstein
(n-l) dimensions dont la courbure scalaire est (n-1)(n-2).

D’oiZ on obtient immliatement le
TMoNnne 6.. Un espace d’Einstein (n-I) dimensions dont la
courbure sea,ire est (n-1)(n-2) peut se p/onger dans un espace
d’Einstein n dimensions dont I courbure scalre est nulle

Si respace donn est un espace coulmre constante, on peut
naturellement le eonsidrer eomme tant un espace d’Einstein. Si cet
espaee admet un champ de vecteur parallile ou concourant, lee ThorJnes
6.1 et 6.3 montrent que sa eourbure scalaire est nulle, done, l’espaee b
courbure eonstante devient respace euelidien, et on a le
Tme 6.5. Si un espace courbure constante admet un vecteur
parallle ou concourant, il doit tre n&sairement un espace eudidien.


