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Uber die Umkehrbarkeit der ldele
im lntegrittsbereice.

Von Noboru NAKANO.
Mathematisches Institut, Hirosima Universitt.

(Comm. by T. TAKAGI, M.I.A., May, 12, 1943.)

In der vorliegenden Note wird gezeigt, dass ein beliebiges Ideal

(= (0)) im Integritsbereiche , umkehrbar ist, wenn den folgenden
Bedingungen1) geniigt

Primidealteflers von(i) die Existenz mindestens eines ) gegebenem
Ideal8)

(ii) die Umkehrbarkeit der Primideale.
Aus dem gewonnenen Ergebnis folgt ohne weiteres die bemerkens-

werte Tatsache, dass die Umkehrbarkeit der Primideale den 0-Satz
und den abgeschw/ichten U-Satz liefert

In den folgenden Untersuchungen setzen wit keinen Kettensa.z
voraus, und um die dadurch entstandenen Schwierigkeiten zu iiber-
winden, versuchen wir iiberzugehen vom gegebenen Ideal a zu dem
halbprimen" Ideal o, das aus allen und nur den Elementen besteht,

yon denen eine Potenz in a liegt
Wie wir bei der Schlussbemerkung erw/ihnen, ist es nicht immer

nStig, dass Integritsbereich mit Einheit und ohne Nullteiler soi,
sondern es geniigt, dass nur ein komrnutativer Ring mit Einheits-
element ist.

Zunchst fihren wir den Begriff der Umkehrbarkeit eines Ideals
ein. Ist ein Integritsbereich mit dem Quotientenk6rper , und a
ein beliebiges Ideal von , so bedeutet a-1 das Ideal5) aller der K6rper-
elemente, deren Produkte mit simtlichen Elementen yon a in ganze
Elemente sich verwandeln nmlich aa-l . Wenn insbesondere
aa-l=, so heisst a umkehrbar ".

Hilfssatz. Ist p ein Primidealteiler van , so gibt es ein ganzes
Ideal b, so da a=Oh /st.

Beweis. Aus a p folgt ap-l pp-= also ist ap-I ein ganzes

1) Wir kSnnen Bedingung (i) vernachliasigen, wenn wit beim Wohlordntmgmatz
Hilfe suchen, vgr. W. Krull: Idealtheorie in Ringen ohne Endlichkeitsbedingung.
Math. Anm Bd. 101 (1929), 732

2) Im folgenden verstehen wir unter Primideal stets ein vom Einheits- und Null-
ideal verschiedenes Primideal.

3) In diesem Falle bedeutet ein gegebenes Ideal ein vom Einheitsideal ver-
schiedenes Ideal aus .

4) S. Mori" Ober eindeutige Reduktion yon Idealen in Ringen ohne Teilerketten-
satz. Jour. Sci. Hiroshima Univ. 3 (1933), 275.

5) Nimlich das Krullsche -Ideal". vgL W. Krull- Allgemeine Modul-, Ring-
und Idealtheorie. Enz. Math. Wiss. BcL 1 Heft 5 (1939).

Diejenigen Ideale, die echte Untermengen yon sind, heissen ganz. Aber das -Ideal muss nicht immer ganz sein. Im folgenden, unter Ideal verstehen wir stets
ganzes Ideal, und in der Terminologie fiber a-1 sollte man Modul statt Ideal schreiben.
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Ideal. Setzen wir ap-1-- b, so wird wegen Umkehrbarkeit von p a-- pb
folgen.

SaSz 1. Jedes Primdeal ist ein maximales Ideal.
Beweis. Existiert zwischen p und ein echtes Zwischenideal

so gibt es nach Voraussetzung (i) ein Primideal p’, derar dass
ist" daher erhalten wir aus obigem Hilfssatz p=p’q, wo q p ist.
Denn, wire q p, so folgte aus p p’q ein Widerspruch
Daher kSnnen wit .wei Elemente p’, q finden, so dass p’ep’, p’ p,
q e q, q p, und wit erhalten p’q e p’q--p, was der Primidealeigenschaft
von p widerspricht. Also muss p ein maximales Ideal sein.

Satz e. Primideal kann kein idempotentes Ideal
Beweis. Es sei p ein vom Einheitsideal verschiedenes Primideal

aus . Ist p=p", so wird pp-1--pp-1, und daher folgt ein Widerspruch

Satz 3. Primideal p besitzt ein endliche Basi).
Beweis. Es sei , p ..., pN, eine Basis fiir p. Nach Voraus-

setzung ist pp---, und daher kann man endlich viele Elemente, h, ..., p aus p und a, a,, ...,a aus p-so wihlen, dass die Gleichung

pal+pa,.+ +pa l (1)

gilt, Setzt man dann p’--(/h ---, p), so wird p’ p also folgt
daraus unmittelbar p’p- pp---, wihrend nach (1) p’p- 1 ist
Daraus folgt p’p-=, also p--p (p, p ..., p).

Satz $. 8etzen wit p p (p =9, so muss das
Ndlideal sdn.

Beweis. Zunhst beweisen wir dass aft p=+" ist, wenn
ist. Zu diesem Zwecke nehmen wir aft e p+ an. Aus
und Satz 2 folgt die Tatsache, dass a bzw. / ein genau durch
(0 e n) bzw. (0 f<: m) teilbares Element ist. Nun ist nach
Hilfssatz

() (.)=p%. ()=f. 0 =< e <n. 0 =<f< m.
wo q und q,. beide durch p unteilbar sind. Da zufolge der Primideal-
eigenschaft yon , qlq durch p unteilbar ist, folgt e+fm+n aus
unserer Voraussetzung aep"+’. Jedoch folgt aus (1)
was ein Widerspruch ist, Damit ist a p’+, wenn a p p ist,

Nun sei a it/, / 9, so gilt a p, p fiir passende g.r. Zahlen
m, n. Dem obigen Ergebnisse zufolge haben wir a
Damit soll 9 ein Primideal sein. Aber offenbar ist p 91, und folg-
lich ist ein Primideal ohne Maximaleigenschaft Damit muss
das Nullideal sein.

Satz 5. Ein durch p tIbares Ideal a (= (0)) /st genau durch
eine endliche Potenz yon p teilbar.

Beweis. Es sei a p, so folgt aus Hilfssatz =p. Es sei p,

1) P. Lorenzen- Abstrakte Begriindung der multiplikativen Idealtheorie. Math.
Zei B 4 (1939), 540.

W. Kruil" Ein Hauptsatz iiber umkehrbare Ideale. Math. Zeit. Bd. 31 (1930),
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so folgt auch a--p2a2. Wenn a p ist, so wiederholen wit dieses
Verfahren. Wenn wit dieses Verfahren nach endlich hiufiger Wieder-
ho|ung nicht abbrechen, so wird

I

_
) f’ )2 f f )N f

Aus Satz 4 folgt a--(0), was ein Widersprach ist. Damit bricht das
Verfahren nach end|ich hiufiger Wiederholung ab.

Ein Ideal ) heisst Hcdbprimeal ", wenn
(r 1) stets aueh a enthil, d. h. wenn es im Restk|assenring / kein
nilpotentes Element gibt. Ist ein beliebiges Ideal, so ist das Ideal
0 halbprim, welches au allen und nut den Elementen besteht, yon

denen eine Potenz zu s geh6rt. Dabei heisst da. zugehSrige Halb-
primideal yon

Satz 6. Ist p der Primidealteiler van , und das zugehrige
Halbprimideal yon , so bestehen"

[1] p ist der Primidealteiler yon , und ferner ist --p’.
[2] ’ ist durch p unteilbar.
[3] ’ ist ein Halbprimideal.
Beweis. [1] Es sei [p, so gibt es in [ ein Element a, das

nicht in p liegt. Aus der Primidealeigenschaft, folgt ap (r>_l).
Jedoch st das zugehSrige HalbprimideaI von
r e und daraus wegen p folgt are p, was ein Widerspruch ist.
Damit muss I p sein und nach Hilfssatz erhalten wir

[2] W/ire D’ P, so wih-de )--pI’ ’. Damit w/ire Quadrat
aller Elemente yon I)’ durch I) teilbar und folglich sollte I D’ nach
der Eigenschaft des Halbprimideals I sein und daher folgte D-If naeh
[--pI’ ’ also hitten wir b P[=P20-- P If P ..., was Satz
4 widerspricht.

[3] Wir nehmen an, dass [’ kein Halbprimideal ist. Es. gibt
dann ein Element a, dass a ’, a e [ (r > 1) isL Wegen t p’ ergqbt
sich pa b, also (ap)" ap . Da i das zugehSrige H.lbprimideal
yon a ist, so ergibt sich ezp I), also a eIp-=D’, was ein Wider-
spruch ist.

Zusatz. Es sei / , P/b , ’fl) -’, so wird 4 -’, -’ I-.
Beweis. Da nach Satz 6 [2] If p ist, so ist (V, D’)--, und daher

ist p i)’ ptf I). Daraus folgt

W=c ’=(o).
Ferner folgt aus (t)’, p) unmittelbar :=(lf,). Daraus erhalten
wir =-[-l)’ und daher fotgt l)’ =D’z nach =2.

Saz 7. Wenn das zugehSrige Halbprimideal yon einen anderen
Primidealteiler Pl ausser p hat, so erhalten wir

[1]
[2]
Beweis. [1] Wenn ’=I ist, so wird

(I) O=p

Wegen p =t: P, gibt es ein Element a derart, dass es in p, aber nicht
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in p liegt. Dann ist (p, a)=, (p’, a’)=If, daraus folgt

(2) (, aO’)=

Ferner folgt aus ae und (1) =PI’ (a)I)’, also folgt aus (2)
Nach (1) ergibt sich damit =PD, also

==lf p

Danach erhalten wir aus Satz 4 b=(0), was ein Widerspruch ist.
[2] Es ist ersichtlich I b’ I. Aus pb’=hI, p = pl und der

Primidealeigenschaft ergibt sich ohne weiteres p I, also p
I) D’. Wegen b’ P=P’= ergibt sich sogleic If dhr

Sz 8. Das zugehge Hamid yon a besitzt nut endlieh
vide voneinander veschiedene Prinidteiler.

Beweis. Wir setzen t=plf=pIf. Nach dem Zusatze yon Satz 6
erhalten wir -[- If -[- I. Nach Satz 7 folgt If I= (0), also
: I). Wir nehmen nun yon verschiedene Primidealteiler p,-.=_= ooo

p aus und setzen =p- im allgemeinen, dann ergibt sich, -=7 (=,2,...),

wo [-b=(0) (=t=j) ist. Wit :etzen die Existenz yon unendlich
vielen durch teilbaren 0," voraus, und nehmen daraus abzhlbar un-
endlich viele ,[, ..., Dv, .-., und setzen 0 fr die Gesamtheit des

Restes. Wir setzen ferner a= (ao, l, I ..., I), dann folgt ohne weiteres
o o+. Weiter ist die Vereinigung yon allen Idealen a ersicht-
lich [i. So erh/lt man etne Teilerkette yon abzhlbar unendlich vielen
Gliedern

Da nacb Satz 3 p aber eine endliche Basis hat, setzen wir p--(p, p,
.., p,). Dann erhalten wir p/I#== (1, ..., ,). Jedes liegt in einem
Ideal a. Ist m die grsste der Zahlen m, so liegen , ,...,
sfimtlich in a. Da alle Elemente yon [i linear yon ff , abhngen,
so liegen alle Elemente yon in a, und daraus folgt

a a,+

Daher bricht die Teilerkette o a o [i nach endlich
vielen Gliedern ab. Also die Anzahl yon , ---t bv,--- muss endlich
sein. Daher muss es die Anzahl yon Zugeordneten p, p ...,p,
ebenfalls sein, womit unser Satz bewiesen ist.

Satz 9. Ein bdiebiges Ideal a in besitzt nur endlich vide von-
einander verschiedene Primidealteiler.

Beweis. Der Definition zufolge ist fiir jedes das zu demselben
gehSrige Halbprimideal l} eindeutig bestimmt. Nach Satz 6 ist der
Primidealteiler von a auch der Teiler von I. Umgekehrt der Prim-
idealteiler von I? ist offenbar der Teiler von . Daher ist die Ge-
samtzahl der Primteiler von und dieselbe von I) gleich, und ausser-
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dem ist nach Satz 8 diese endlich. Also ist der Beweis des Satzes
geliefert.

Nun sind wit in der Lage, das Z;I dieser Note zu beweisen"
Satz 10. Ein beliebiges Ideal a in ist umkehrbar.
Beweis. Wegen der urspringlichen Voraussetzungen (i) {ii}, Satz

5 und Satz 9 1/isst ein beliebiges Ideal a sich eindeutg in der Gestalt
afp[’p[’...p darstellen. Zufolge--. und der Definition der Umkehrbarkeit ergibt sich

-’ (p" ’),
also nach beiderseitiger Multiplika-tion mit die Darstellung"
(- p,)=. Im allgemeinen ist aber a-

Schlsbemerkung I.
Da ein beliebiges Ideal a(= (0)) in nach Satz 10 umkehrbar

ist, so besitzt a ganz genau wie bei Satz 3 eine endliche Basis. Daher
in gilt der Teilerkettensatz.

Ein beliebiges Ideal in besitzt stets die eindeutige Darstellung
(Primfaktorzerlegung) a--p[’ p:. Es. sei ein Teller. yon , dann
erhalten wir a=p p. mit r >= s >= 0 (i= 1, 2, ..., n), wobei
wie iiblich gleich ist. Daher gilt in der Vielfachenkettensatz
modulo jedem vom Nullideal verschiedenen Ideal.

Schlussbemerkung II.
Wir haben als einen Integrit/itsbereich ohne Nullteiler ange-

nommen, und die ganze Theorie dieser Note entwickelt, jedoch spielt
diese Voraussetzung keine wesentliche Rolle. Damit gilt die ganze
Theorie dieser Note (yon Satz 1 bis Satz 10) ohne wesentliche Modi-
fikationen wenn wir den QuotienenkSrper durch den Quotientenring
ersetzen, d.h. durch den Ring aller Briiche a/b, wo b kein Nullteiler
ist. Nachdem wir in dieser Weise Satz 10 erhalten, folgt aus Satz
10 die bemerkenswerte Tatsache, dass ohne Nullteiler ist. Denn
wir erzeugen ein Hauptideal (d) aus einen Element d in . Da alle
Ideale in umkehrbar sind, so ergibt sich (d)(d)-ffi. Daher in
(d)- gibt es ein Element d’ derart, dass dd’ffil ist Es sei d ein
Nullteiler in , dann muss rd=O fiir ein Element r (= 0) in sein,
also rdd’=r= O, was einen Widerspruch bedeutet. Danach ist d regulir
und besitzt keinen Nullteiler.

Fassen wir unsere Ergebnisse zusammen, erhalten wir folgendes.
Folgerungen" Es sei 9 ein Ring mit Einheit, und nimmt die

Eistenz mindestens eines Primidealteiler yam gegebenen Ideal und die
Umkehrbarkei der Primideale an. Dann ist ein beliebiges Ideal

(--- (0))in R umkehrbar, und in 9 gilt sowohl der O-Satz als auch
der abgeschwiichte U-Satz. Ausserdem besitzt R keinen Nullteiler.

Meinem hochverehrten Lehrer Prof. S. Mori bin ich fiir seine viel-
fachen Anregungen zu dieser Arbeit und sein dauerndes Interesse an
ihrem Fortgang zu grossem Dank verpflichtet.


