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69. Sur une application du tenseur conforme C;,
et de la scalaire conforme C.

Par Kentaro Yano.
Institut Mathématique, Université Impériale de Tokyo.
(Comm. by S. KAKEYA, M.LA,, July 12, 1943.)

§1. Considérons un sous-espace & m dimensions plongé dans un
espace & n dimensions & connexion conforme normale. Alors, on peut
donner deux sortes de connexion conforme i ce sous-espace. L’une est
la connexion conforme normale intrinséque au sous-espace, 'autre est
la connexion conforme induite sur le sous-espace par la connexion
conforme de l'espace ambiant.

Si Yon représente la connexion normale intrinséque par les formules

*3A; = daid;,
11) *3A; ="M5de* Ay +* IIjda* A+ * et As,
*5An= *MidatA;
et la connexion induite par
A= dziA;,
(1.2) 0A; = IIS.da* Ay + I}, doe* A+ ITj5do* A,
SA.L= Nda A, ,

on voit que les composantes *IIj et IIj sont toutes les deux les
symboles de Christoffel {;i} formés avec les composantes du tenseur

fondamental g;=A;Ax, et que *II5; et II; sont aussi égales les unes
aux autres et sont égales aux composantes du tenseur fondamental gz.

Or, les composantes *I1%, et I}, et par suite *I7%, et II%, n’étant
pas toujours égales entre eux, les différences
(1.3) Cie="H}— 15,
et
(1.4) Ci=0"Cu="1"—1I1%
sont toutes les deux les composantes des tenseurs conformes.
Dans la Note précédente®, nous avons calculer les composantes du
tenseur Cj, et celles de la scalaire C=ig""0,-,-, et en utilisant ces
m

quantités conformes, nous avons obtenu les équations fondamentales
pour le sous-espace dans uns espace & connexion conforme normale.

1) K. Yano: Sur les équations fondamentales dans la géométrie conforme des
sous-espaces. Proc. 19 (1943), 327-334. Dans la suite, on emploie les notations adoptées
dans cette Note.
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D’autre part, M. Sasaki a introduit une scalaire conforme 1 dans
ses recherches sur la géométrie de la connexion conforme®.

Dans 1a Note présente, nous allons examiner les résultats de M.
Sasaki du notre point de vue et montrer que notre scalaire conforme
C coincide bien avec la scalaire conforme 2 de M. Sasaki.

Ainsi, pourrait-on voir clairement la significance de la scalaire
conforme 2 et C.

§2. La connexion conforme de l'espace ambiant étant supposée
normale, elle peut s’exprimer par les formules

dAo = dx‘Al ’
(21) dA,=115dx" Ap+ 11}, do* A+ 1T 3 da* Ao
dA.= nide’A;,

ot l'on a adopté le repere [A4,, 4,, A.] de Veblen.
Cela étant, nous avons défini le repere [A;, 4:, Ap, 4] sur le
sous-espace par les formules

A(.) = AO ’
A‘. = B;l Al »
(2.2) Ap= #H?GPAO +Bi'4,,

As= "“*1*2‘ H?apH?pro‘i' "”]:"H?.;‘A‘ +A..
2m’ m

Ici, A est le point courrant du sous-espace, A;, m sphéres ortho-
gonales au sous-espace, Ap, #—m sphéres unitaires tangentes au sous-
espace et orthogonales entre elles, A, le point d’intersection de =
spheres A; et Ap.

D’autre part, aprés avoir défini

A{) =Ao et Ai=.B‘;"A‘ s
M Sasaki® définit une sphere
LI, B By~ "HAct LH A+ A,

cette sphére n’étant pas en général un point, il définit une scalaire
conforme 1 de maniére qu’on ait un point

2.3) A;,=AA..+—};gﬂ°(nx.B'ﬂB,;"—*113,)A0+—71;H?.;*A,+A...

1) S. Sasaki: Geometry of the conformsl connexion, Science Reports of the
Téhoku Imperial University, Series I, Vol. XXIX, (1940), 219-267; On a remarquable
property of umbilical hypersurfaces in the geometry of the normal conformal con-
nexion, ibidem. 412-422.

2) S. Sasaki, déja cité, il emploie le repére naturel, mais pour rendre la circon-
stance plis claire, nous emploierons le repére de Veblen. On peut ainsi voir nettement
Ia relation entre la théorie des espaces 4 connexion conforme normale et la géométrie
conforme des espaces de Riemann.
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ot "1l sont les composantes de la connexion conforme normale in-
trinséque du sous-espace, &t sont données par

* 18, = — B 9”Rugin
m—2 2(m—1)(m—2)

oii Bz et R sont le tenseur de Ricei et la courbure scalaire formés
avec les composantes du tenseur fondamental g;.=A;Ax.
Or, si 'on exprime la condition que A. représente un point, on
obtient
— 22— 2 g I18, BBy ~ * ) + L HE H',, =0,
m m
d’oti

@9 2= E:?H W Hu ";,_"j"(H,?,B;"B,;' —*115).

Done, en substituant (2.4) dans (2.3), on voit que la définition
(2.3) de A. coincide bien avec notre définition (2.2) de A..

En passant, remarquons que si 1’on définit la scalaire conforme
A par

@5) /1=-——271n2 HE HY~ g™ IL BBy~ 11}),

c’est-d-dire, dans (2.3), si I'on emploie 11}3,, au lieu de *17, 1 sannule.

En effet, les composantes II,!",‘ de la connexion conforme induite sont
données par”

(2.6) 5, =115,B;*By — —Inl—q:H % Hju+ 2:”’2 H% H%g »

dod S HS HY—— PHIILB} By~ 11) =0,

done, 1=0%,
Cela étant, revenons a I’équation (2.4). En substituant

N3,B*Bi' = M+~ B Hyy — S Y Hgn
m 2m

tiré de (2.6) dans (2.4), on trouve
@7) A=L g - 1)

D’autre part, nous avons, dans la Note précédente, défini le tenseur
conforme

1) K. Yano et Y. Mutd: Sur la théorie des espaces A connexion conforme normale
et la géométrie conforme des eipaces de, Riemann, Journal of the Faculty of Science,
Imperial University of Tokyo, Vol. 4 (1941), p. 140.

2) S. Sasaki, le premier des Mémoires déja cités, p. 250.
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(28) Ca="*15—

1 1 7al)
=— = B¢B%C* .+ = - B{B"™C:
m—2 *EH 2(m—1)(m— 2) wallik
1 sl Ma — 1 Mb-A M%.q;
m—2 =" om—1)m—-2)" *° bl

et la scalaire conforme

(2.9) c——g"‘ck gﬂ‘(*n" 1)

=—— 1 (ByB*Ch.—M%MS).
= 1)( a 51)

Il est évident que la condition nécessaire et suffisante pour que
la connexion conforme intrinséque et la connexion conforme induite
coincident est que Cj=0. Dans ce cas, on a par suite C=0. Donc,
nous avons le

Théoreme?. La condition nécessaire et suffisante pour que la connexion
conforme intrinseque et la connexion conforme induite sur le sous-espace
coincident est que

(2.10) B},B;"I: C-/}:m = M&AM Ta-

Dans le cas d’'une hypersurface, la condition Cj;=0 et par suit
C=0 nous donne
M-:kx = 0 )

parce que Mj;? pouvant étre écrit comme M;B* (B? étant la normale
unitaire),

C=—- (—”—H)v(B‘”B“"C o MYM%)=0

montre que M%=0 et par suite M;;*=0, grice aux relations
By=¢{—B,B*, B"=g¢**—B"B*, C,,=0,
9Cl,=0 et Cluu=0.
Done, nous avons le
Théoreme®. La condition mécessasre et suffisante pour que la connexion
conforme intrinseque et la commexion conforme induite sur une hyper-

surface coincident est que Uhypersurface soit totalement ombiliquée
ot Que

B2B%Cl,.=0.

1) K. Yano et Y. Mutd: déja cité, p. 147.

2) S. Sasaki: On a remarquable property of umbilical hypersurfaces..., déja cite
p. 421
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D’ou, on obtient le
Théoreme. La condition mnecessaire et suffisante pour que la conmexion
conforme intrinseque et la connexion conforme induite sur une hyper-
surface plongé dans un espace conforme @ un espace euclidien coincident
est que cette hypersurface soit totalement ombiliquée.
Un sous-espace totalement ombiliquee dans un espace conforme & un
espace euclidien étant aussi conforme A un espace euclidien”, on a le
Théoreme. St la conmnexion conforme intrinseque et la connexion con-
Jorme induite sur une hypersurface plongé dans un espace conforme &
un espace euclidien.coincident, cette hypersurface est aussi conforme &
un espace euclidien.

Or, les équations (2.7) et (2.9) montrent que la scalaire conforme
1 de M. Sasaki coincide bien aveec notre scalaire conforme C. Donc,
nous avons les
Théoreme. St la connexion comforme intrinséque et la connexion com-
Jorme induite sur un sous-espace coincident, la scalaire conforme 2 de
M. Sasakti et par suite notre scalaire conforme C s’annule.
Théoreme. La condition nécessaire et suffisante pour que la scalaire
conforme A de M. Sasaki et par suite notre scalaire conforme C définie
pour un sous-espace s’annule est que

B‘;BAPC.A,,W,: M?;}M?“ .
Dans le cas de ’hypersurface, cette condition se réduit a
M jk=0 ’

done, nous avons le
Théoreme. La condition nécessaire et suffisante pour que la scalaire
conforme A de M. Sasaki et par suite nolre scalaire conforme C définie
pour une hypersurface sannule est que Uhypersurface soit totalement
ombiliquée.

§3. Dans le paragraphe précédent, nous avons introduit une
scalaire conforme

1

= B¢B*CA,,—M%M4%).
zm(m_l)( A e bl)

Si Pon effectue une transformation conforme du tenseur fonda-
mental

(3.1) 9it:= P9t »

cette scalaire se transforme en C d’aprés

(3.2) C= :2 C.

1) K. Yano: Sur les équations de Gauss dans la géométrie conforme des espaces
de Riemann, Proc. 15 (1939), 247-252.
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Done, on voit que le tenseur
®jr=Cgn

est invariant par rapport & la transformation conferme (3.2).

Done, en partant de ce tenseur conforme, on peut définir une
dérivée covariant conforme sur le sous-espace pourvu que la scalaire
conforme C ne s’annule pas sur ce sous-espace.



