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ur une application du tenseur conforme k
et de la scalaire conforme C.

Par Kentaro YANO.
Institut Mathmatique, Universit Impriale de Tokyo.

(Comrm by S. KAKEYA, .I.A., July 12, 1943.)

1. Considrons un sous-espace R m dimensions plong dans un
espace n dimensions connexion conforme normale. Alors, on peut
donner deux sortes de connexion conforme ce sous-espace. L’une est
la connexion conforme normale intrinsque au sous-espace, l’autre est
la connexion conforme induite sur le sous-espace par la connexion
conforme de l’espace ambiant.

Si l’on reprsente la connexion normale intrinsue par les formules

*A6 dxA,

(1.1) * A ll,dA +*II],dA -t-

A llS,dA

et la connexion induite par

A6 dxA,

$A IIdA
on volt que les composantes *11] et // sont toutes les deux les
syrnboles de Christoffel {,} form,s avec les composantes du tenseur
fondamental g--AA, et que // et jk sont aussi gales les unes
aux autres et sont gales aux composantes du tenseur fondamental g.

bOr, les composantes //] et lI]k et par suite *H et H n’tant
pas toujours 4gales entre eux, les differences

0.3)
et

sont toutes les deux les eomposantes des tenseurs eoormes.
Dans la Note pr’ee6dente, nous avons ealeuler les eomposantes du

tenseur C+, et eelles de la sealaire C=---goC+, et en utilisant
m

quantits eonformes, nous avons obtenu les 6quations fondamentales
pour le sous-espaee clans uns espaee eonnexion confome normale.

1) K. Yano: Sur les quations fondamentales dans la g6om6trie conforme des
mus-espaces. Proc. 19 (1943), 327-334. Darts la suite, on emploie les notations adopts
dans cette Not.
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D’autre part, M. Sasaki a introduit une scalaire conorme dans
ses reeherches sur la gomtrie de la connexion conform@).

Dans la Note prsente, nous allons examiner les rsultats de M.
Sasaki du notre point de rue et montrer que notre scalaire conforme
C coincide bien avec la scalaire conforme I de M. Sasald.

Ainsi, pourrait-on voir clairement la significance de la scalaire
conforme et C.

2. La connexion conforme de l’espace ambiant tant suppose
normale, elle peut s’exprimer par les formules

II.,,d Ao+lldA(2.1) dA o

dAoo HdzA
oi l’on a adopt le repre [Ao, A, A.] de Veblen.

Cela tant, nous avons dfini le repre [A, A, Ap, A;o] sur le
sous-espace par les formules

A Ao,

A BiA
Ap= 1 H.pAo +Bi,iAa(2.2)

1 H?pHb.bpAo+___!_H?aAa+Aoo.

Ici, Aft est le point courrant du sous-espace, At, m spheres ortho-
gonales au sous-espace, Ap, n-m spheres unitaires tangentes au sous-
espace et orthogonales entre elles, A, le point d’intersection de
spheres A et Ap.

D’autre part, aprs avoir dfini

A Ao et A=B’iA
M Sasaki) dfinit une sphere

lgJk(HBaBid- *HDAo+ 1---H?A+ A(R)

cette sphere n’tant pas en gnral un point, il dfinit une scalaire
conforme /t de manire qu’on ait un point

(2.3)

t) s. Sesaki: Geometry of the conforma connexion, Science Reports of the
TShoku Imperial University, Series I, Vol. XXIX, (1940), 219-267; On a remarquable
property of umbilical hypersurfaces in the geometr.y of the normal conformal con-
nexion, ibidem. 412-422.

2) S. Sasaki, dj& cit, il emploie le repre naturel, mais pour rendre la circon-
stance plds claire, nous emploierons le repre de Veblev_ On peut ainsi voir nettement
la relation entre la thorie des espaces t connexion conforme normale et la gomtrie
conforme des espaces de Riemarm.
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off *1] sont les composantes de la connexion conforme normale in-
trinsque du sous-espace, t sont donnings par

*H. _R__+ gbRabgj
m-2 2(m- 1)(m- 2)

off R et R sont le tenseur de Ricci et la courbure scalaire form,s
avec les composantes du tenseur fQndamental g,=AA,.

Or, si l’on exprime la condition que As repr4sente un point, on
obtient

2it Z k//0 B’D’" * ,)-- - I1 + H?:,Hb.b=O,

d’ofi

(2.4)

Donc, en substituant (2.4) dans (2.3), on voit que la dAfinition
(2.3) de As coincide bien avec notre dAfinition (2.2) de A,.

En passant, remarquons que si l’on dfinit la scalaire conforme
par

(2.5) -mH?i,H.,- 1 gk(II,,B:’Bi,’- llv,)

c’est--dire, dans (2.3), si l’on emploie H] au lieu de *II],, s’annule.
En effet, les composantes //] de la connexion conforme induite sont
donn(s par)

(2.6) II’ ll"B’Bi"-IH?’H’+

d’oit 1 .H?i,H.b_ I__g#,(HO,,B},Bi,,, II,)= 0

donc, =0’.
Cela 6tant, revenons l’6quation (2.4). En substituant

tit6 de (2.6) dans (2.4), on trouve

D’autre part, nous avons, dans la Note pr6c6dente, d6fini le tenseur
conforme

1) K. Yano et Y. Mut5: Sur la thorie des espaces connexion conforme normale
et la gom4trie conforme des epaces de. Riemnn, Journal of the Faculty of Science,
Imperial University of Tokyo, Vol. 4 (1941), p. 140.

2) S. Sasaki, le premier des Mmoires dj cites, p. 250.
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(2.8)

! BIB,a 1
j, v.uvea"l-

m-2 2(m-1)(m-2)
.Y.k

+ lM,aM?r,a_ 1
m-2 2(m-1)(m-2)

et la scalaire conforme

(2.9) C -!--1gC.k -!--ff’(*//,
1

2re(m- 1)

I1 est vident que la condition ncessaire et suffisante pour que
l connexion conforme intrinsque et la connexion conforme induite
coincident est que C=0. Dans .ce cas, on a par suite C--0. Donc,
nous avons le
Thorme1. La condition nessaire et sufftsante pour que la conneon
confarme intrinsque et la connexion conforme .induite sur le sous-espace
coincident est que

(2.10)

Dans le cas d’une hypersurface, la condition Ck----O et par suit
C=O nous donne

M} 0,

montre que M?b=O et par suite MjiJ=O, grace aux relations

B=-BaB, B"’=gV’-B"B’,

g""C:m O et C:,, O

Donc, nous avons le
Thorme2). La condition ncessaire et su2ante pour que ta connexion
conforme intrinsOque et la connexion conforme induite sur une hyper-
surface coincident est que l’hypersurface soit totalement ombilique
t que

BBfC?,=O

1) K. Yano et Y. Mut6: d4j cit, p. 147.
2) S. Sasaki: On a remmluable property of umbilical iypersurfaces dja cite

p. 421.
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D’oh, on obtient le
Thorme. La condition necessaire et sufftsante pour que la connexion
conforme intrinsOque et la connexion conforme induite sur une hyper-
surface plong dans un espace conorme un espace euclidien co’incident
est que cette hypersurface soit totalement ombilique.
Un sous-espace totalement ombiliquee clans un espace conforme t un
espace euclidien 6rant aussi conforme un espace euclidien1), on a le
ThdorOme. Si la connexion conforme intrinsque et la connexion con-
forme induite sur une hypersurface plongd dans un espace conforme
un espace euclidien.coincident, cette hypersurface est uussi conforme
un espace euclidien.

Or,,les 6quations (2.7) et (2.9) montrent que la scalaire conforme
de M. Sasaki coincide bien avec notre scalaire conforme C. Done,

nous avons les
Thorme. Si la connexion conforme intrinsque et la connexion con-
forme induite sur un sous-espace coincident, la scalaire conforme 2 de
M. Sasaki et par suite notre scalaire conforme C s’annule.
TheorY.me. La condition ndcessaire et suffsante pour que la scalaire
conforme de M. Sasaki et par suite notre scalaire conforme C ddfinie
pour un sous-espace s’annule est que

B,O,,, M.M?-.]o)

Dans le cas de l’hypersurface, cette condition se rduit

M,.=0,

done, nous avons le
ThdorOme. La condition ncessaire et su2sante pour que la scalaire
conforme de M. Sasaki et par suite notre scalaire conforme dfinie
pour une hypersurface s’annule est que l’hypersurface soit totalement
ombiliqude.

3. Dans le paragraphe prcOient, nous avons introduit une
scalaire conforme

1
2m(m- 1)

Si l’on effectue une transformation conforme du tenseur fonda-
mental

(3.1)

cette scalaire se transforme en C d’aprs

1) K. Yano- Sur les quations de Gauss dans la gom6trie conforme des espaces
de Riemann, Proc. 1; (1939), 247-252.
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Donc, on voit que le tenseur

est invariant par rapport la transformation conforme (3.2).
Donc, en partant de ce tenseur conforme, on peut dfinir une

drive covariant conforme sur le sous-espace pourvu que la scalaire
conforme C nv s’annule pas sur ce sous-espace.


