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1. Etant donn un domaine quelconque dans le plan, on se donne
une &luation aux drivs partielles (u)=0 avec des conditions sur
la fronti.re du domaine. I! s’agit alors de trouver une ]onction vri-
fian R(u)=0 dans ce domaine et satisfaisalt aux conditions donnms
sur la frontire.

Pour cela, voilt une ida. Faisons correspondre l’equation aux
differences finies Rh(u)--0 ]’luation R(u)=0 par un passage formel
des drivs aux differences finies et formons une fonction , sur des
nceuds d’un rseau rgu]ier, vrifiant Rh()=0 et remplissant des con-
ditions convenables sur les nceuds-frontire Pour h--0, c’est-A-dire,
lorsque la densit du rseau croit indfiniment, u tend versune fonc-
tion . Sous quelques conditions, on prouve que cecte fonction vrifie
()=0 dans ]e domaine et satisfait aux conditions donnes sur la
frontire du domaine. Ainsi rexistence de la solution du problme
sera tablie.

De telles mthodes sont djR proposes, chacune d’une manire un
peu diflrente, par divers auteurs: MM. Le Roux, Richardson, Phillips,
Wiener, Courant, Friedrichs et Lewy. A cSt du grand intrt que
cette idle offre dans le champ thorique, on ne doit pas ngliger l’im-
portance qu’elle prAsente aussi dans le champ pratique: en effet, elle
ouvre une route directe pour le calcul numrique de la solution du
problme. Par exemple, elle a conduit M. Liebmann t une mthode--
aujourd’hui appele de son nompour le calcul numrique de la solu-
tion du problme de Dirichlet2.

Si l’on se met exclusivement dans l’usage pratique de cette mthode,
des rsultats djt publi& seront suflsants pour rassurer. Mais, au
point de vue purement mathmatique, je pense qu’il y a encore des
choses t ajouter.

Dans cette Note, en me bornant t l’&luation de Laplace et t

1) J. Le Roux" Sur le problme de Dirichlet, Jour math. pures et appl, t.
10 (1914).
P G. D. Richardson" A new method in boundary problems for differential equa-

tions, Trana Amer. Math. Soc., v. !8 (1917).
H.B. Phillips and N. Wiener" Nets and the Dirichlet Problem, Journ. Math_ and

Phya Masa Inst. Tecl, Set. II, n (1923).
P Courant, K. Friedrichs und H. Lewy- ber die partiellen Differenzengleichungen

der mathematischen Phyik, Math. Ann., Bd, 100 (1928).
2) H. Liebmann" Die angeniiherte Ermittlung harmonischer Funktion and kon-

former Abbildungen, Sitz. der Bayer. Aka& der Wisa, Math.-Phya (1918). Voir aussi
G.H. Shortley and T. Weller" The numerical solution of Laplace’s equation, Journ.
appl. Physics, v. 9 (1938) et C. Sunatani and S. Negoro" On a method of approximate
solution of a plane harmonic function, Tecl Rep. Tohoku Univ., v. 12 (1937).
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l’quation de Poisson (Problme de Dirichlet), je vais le justifier dans
toute sa rigueur a l’aide de quelques renseignements sur la solution
du problme)

2. Couvrons le plan entier d’un rau de carrs gaux (pour
k--l; triangles quilatraux gaux pour k=2; hexagones quilatraux
gaux pour k--3). Ce rseau devra tre constitu de telle faon que
deux polygones ne se superposent pas, mme partiellement, et que deux
polygones contigus qui ont en commun une portion de cSt aient aussi
en commun lea deux sommets situ& sur le cSt considerS. Supposons
que la longueur du cSt soit h 1 et qu’un cSt soit parallle x-axe
de coordonn.

Dsignons par I$ un hombre fini de neuds et par F, l’ensemble
des neuds P(x, y) qui n’appartiennent pas 12 et tels qu’il existe au
moins un nceud P appartenant I parmi les quatre (pour k =1;
six pour k--2; trois pour k=3) neuds voisins de P" pour k=l,
.P(x+h, y), P,.(x, y+h), P(x- h, y) et P(x,-h); pour k 2, P(x+h, y),
P(x+h]2, y+/h]2), Pa(x-h]2, v+V-h/2), P,(x-h,v), P(x-h/2,
y- V3--h/2) et P,(-h]2, y--Vh/2); pour k=3, P(./a,y), P2(x-h/2,
y//-/2) et P(x-h/2, y-]/h]) ou P(x-h,y), P.(x/h/2,y//3h[2)
et P(x-l-h]2, y-/3 hi2). Posons +rL

Lorsqu’on parle en mme temps de If,;’ F, L pour k--1, 2, 3, on
supprime l’indice k et crit simplement L,,/’a, La.

3. Soit ua(P) une fonction relle dfinie sur des nceuds. On l’ap-
pelle foncion de ncvud et posons

pour k=l,

pour k=2,

pour hi=3,

1

3u,(P)=-{._ u,(P)-6ua(P));

Les quations aux differences finies Jua--O correspondent l’quation
de Laplace.

Alors, les th4orimes suivants sont faciles tablir.
Thdorme 1. Ue fonction de nozud dfinie sur L, v4rifiant u,,

=0 sur h, ne prend ni maximum ni minimum sur la (au sens dtroit).
Thorme 2. ll existe une et une seulefonction de ncud u,, prenant

de valeurs donndes sur Faet vdrifiant Jua+,a=O sur Ia, o ’a est
une foncion de noeud dfinie sur h.

En particulier, on dsigne par GL,(Q, P) la fonction de nceud
s’annulant sur 1 et vrifiant 3Ga{Q,P)=O si P=I=Q et JGL,(Q,P)
+l/h"--O si P--Q.

1) Le dtail de cette Note sera publi dans Relmrts of the Faculty of Science,
Kyfisyfi Imperial University ". J’aurai prochainement l’ocuasion de discuter le mmc
sujet concernant le problme de" Neumann.
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Thorme 3. Soit uh une fonction de noeud s’annulant sur l’a. et
vrint u<__ O. sur &. On a alors, uh 0 sur Ia. De plus, si
,uh < 0 en un noeud, on a ua > 0 sur

4. On arrive ensuite t un fair trbs important.
ThJorme . .Soien$ L et a 0 bor uniformdmen$ par rapport

a h1). Alors, pour les fonctions de noeud ua s’annulant sur Faet vdri-
fiant Jua/a-O sur Ia, il iste une consante positive C inddpendant
de h, telle qu’on air sur La

Oua C.

Dmontrons ce thorime pour k=l. I1 suffit de prouver la pro-
position dins le cas de a 1. A cet effet, choisissons convenablement
(, y) de manire que h’(e+ih, y/jh)(i,j=O, +/-1, ..., :t:(n-1)) con-
tienne Ia, off nh= < l, tant une constante positive. /a dterminera
Fa et on posera La--!-Fa. Si l’on dsigne par fia la fonction de nceUd
qui s’annule sur Faet vrifie Jfia/ 1--0 sur /a, on a sur La

0<u_<_.

Cela tant, formons une fonction de nceud v.a sur /a (i-O,
:t: 1, ..., :t:(2n- 1)) satisfaisant aux conditions suivafltes"

v,a----0
(2) si (, u) e h,

Jv a-I- 1 =0,
pour (x,y) situ sur l"Y-y-ih=x- ou snr 2"y-y-ih--$-x;

Jv. a 0

pour (x, y) non situ ni sur 1, ni sur 9. On vrifie alors sur La

v.a __< h.
Par consequent,

a(P)= , Gz(Q, P)

2(n-1)

< , v.(P)
i--2(n.--1)

Ainsi, il existe une constante positive C indpendant de h, telle
qu’o.n air sur La

Ogua<C.. Soient Dun domaine born de frontire F et U une fonction
harmonique dins D et continue sur D=D/F. Supposons que cette
fonction U satisfasse la condition suivante (I)" on a dins D

1) I1 existe un hombre positif R indpendant de h et un point P, dpendant de
h tels que La soit contenu dins le cercle de centre Ph et de rayon R, et que ( < R,
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x0y4-

o M est uue constan positive indndant ie (, y).
Choisissons maintenant L, de telle facon que L, D, I D et

que le seent de lier un nud de , R un xud voisin de I ou R un
nud voisin de 1, soit connu dans D, et dcsimons par u la fonc-
tion de nud qui prend des valrs de U sur ! et vrifie u=0 sur,. On a alors le

Thorme 5... I1 exise u constante ti’’ K inpdant de h,
telle qu’on air sur La

]ua-U] <Kh,
ok =2 pour k=l, 2 et =1 ur k=3.

Au lieu de la condition (I), on supse la suivan (II)" ur
n’imrte quel 0, on ut trouver une foncti0n U, hamonique dans
D et continue sur D satisfaisant aux conditions" on a sur D

et dans D
U M, (i=0, 1, 2 3,4)

off M est une constante positive ne dndant iue de .
On a alors le
ThdorO.m 6. Etant d. un notate Ml.f e, a mr La

pour tt h assez petit.
Dsignous par uu prolongement continu des valeurs de U sur

F et par u): la fonction de nud qui prend sur I;, et verifie *=a0
sur L,, et choisissons L,. de manire que, J 5taut un domaine com-
plment contenu dans D, I} soit connu daus D-J ur ut h
assez tit. 0n a alors le

TharOme 7. Etat donn u nore posit:t: e, a r La

potr tout h, assez petit.
6. Considrons maintenant le cas off D cst limi par un aombre

fini de courts jordauiennes simples et ferms. Au lieu d’avoir re-
streint le domaine, on v diminuer les restricti,)us lur La" c’est--dire,
abandonnant les restrictions pour La ss dus le numro-prent,
on sup que, ,. ta.nt un domaine connant D et un domaine
connu compltemeut dans D, La 2,, et 1) &-,: pour tout h asz
tit--autrement dit, 1) tende unifomment pa: rapport h vers F.
0n a alor le

Thdor’me 8. Eta.nt don.n6 un hombre posit,(f , o.n. a r l nuds
La sitids aur D

pour tout h ass(,- petit.
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L’essentiel de la dmonstration de ce fait est dfi au th6orme
suivant

Thorme 9. Soien Dun domaine limit par un nombr fini de
courbes ordaniennes simples et ferrules F et U une fonction harmonique
dans D et continue sur =DTF. Pour n’imparte quel O, i! existe
alors un domaine , contenant D et une fonction harmoniae U, dans
3, telle qu’on air sur D

et dans ..
11 O-U, I<M,& (n=l, 2,...)n! OxOy"- i <_

Oi M. et , sont des constantes, positives ne ddpendant que de
En effet, considrons une suite de domaines D limit,s par un

hombre fini de courbes jordanniennes simples et ferrules, dcroissants
(au sens troit)de limite D et supposons que tout D soit contenu
dans un domaine ferm 12 contenant D darts son intrieur.

tant continue sur /2, elle sera approche moins de par un
pol:nSme "1-] e sur 1. Ce polynome est la diff(rence entre
deux fonctions sousharmoniques $ et .’ !l-. sur 2. Dsignons
par U la solution du problme de Dirichlet pour D, et (i= 1, 2)
et posons

pour tout m assez grandD.
Dsignoffs maintenant par le contour extrieur de D et par

D* le domaine born limit par . D(finissons les fonctions
pour i= I, 2 sur D (=D*-b,) de la manire suivante"

V(P) (P) si P(z, y) e D*-D E
= Ug)(P) si P(x, y) eD-E.

Evidemment, Iz( est continue sur D, sousharmonique dans D et
harmonique dans D*-E. I1 existe donc une distribution de masse
positive Z sur E telle que

off H,(, est la fonction harmonique dans D et continue sur D qui
prend des valeurs de

Or, D tant un domaine born limit par une courbe jordanienne,
H.() est approche moins de par un polynSme harmnique -()"

[-J,(,’-HZ)I < e sur D, (i 1, 2).
D’autre part, on peut choisir un nombre fini de points distincts

Qi), QZ), ..., Q.) sur E et des hombres positifs
o() de manire

1) M. Inoue" Sur l’approximation des fonctions continues par des fonctions
harmoniques, Proc. 1 (1939)
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Ensuite, si l’on dfinit la fonction UI sur D+ par

1

U+ eat harmonique dans Din+l, continue sur D+I, o5 U+- U 5e.
D’ailleurs, par l’expression de U+I, on peut d.terminer deux nombres
positifs M=+I, =+ de manibre qu’on ait dans D=+I

1 OUm+, M,+la,+ (n=O, 1, 2, ...)n O8y- i n

d’ofi r&ul la prosition du thrme. Remarquons que, si D est
limi par une cour jordanienne, il devient D=D; donc dans ce
cas la dmonstration est s simple.

7. Pns mainnant l’uation de Poison. Dans ce s,
l’quation a ffrenc fini Jua+a=O coesnd l’uation de
Poison T=0. thrme analoe au 9 s’nonce comme il suit.
me 10. S Dun in limi r un nefini de

crb jnin mpl et fm F, u ft rgre
un dine ctnt =D+F, et V u ft i t

et d,
1 O’V. <M. (n=0,1,2,...)n OxOy- i n

oa M. et 3, st s con potiv pnt q .
thrme nous condt enfin au rsult svant. Dions par

va la fonction de nud qui prend sur Fa, nt un prolongement
continu des valeurs de V sur F, et vrifie JvaT=0 s Ia. On a
alors le
T 11. Ent don un noeif, on ar

de Lat r

r t$ h ez tit.
$. Il n’est pas difficile d’ndre d rultats haut acquis au
de l’pace. Je me conten de sialer quelques remarques.
D’ard il est clair qu’il faut couvre l’espace d’ rsu de cus

aux. Puis, conceant un thrme qui remplace le thorme 4 qui
a jou un rSle fondamental, dans ce qui pre, on voit qu’il suffit
dans le s de l’espace d’aurer-ua C]h au lieu de u, C. Cela
o, la dmonstration de ce fait ra plus dir et facile que
ds le c du plan" en effet, rile est due au fair suivant e de
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signaler ici" dans le cas du plan, il n’existe pas une fonction de nceud
dfinie sur tout nceud d’ua rseau illimit, telle qu’on air uh(Q)=l en
un nceud Q, zuh(P)=0 en tout neud P:Q et lira ui,(P)=0. Or, dans

le cas de l’espace ( n 3 dimensions), il existe une et une seule telle
fonction de nceudD. Cctt. proprit d’existence facilite quelques dmon-
strations dans le cas de l’espace (t n ::> 3 dimensions).

Finalement remar,luons que, pour la validit d’un thorme corres-
pondant aux 9 et 10. il faut considrer comme D un domaine limit
par des surfaces assez rgulires.

1.) M. Inoue- Thormes aymptotiques concernant une suite de variables alatoires
inddpendantes dont les lois d rpartition tendent vers celle de Gauss (en japonais),
Reports of the Faculty of ,ciance, Kyfisyfi Imperial University, T. 1 (1943).

2) Ce travail est sout,nu par la dpense de recherche scientifique du Ministhre de
l’Education Nationale.


