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107. Uber die masstreuen Abbildungen
in Produktriumen.

Von Yukiyosi KAWADA.
Mathematisches Institut, Tokyo Bunrika Daigaku.
(Comm. by T. TAKAGI, M.LA., Nov. 12, 1943

Es sei (2, B, m) ein Massraum mit m(£)=1: also die Zusammen-
fassung eines abstrakten Raumes £, eines Borelschen Mengenkérpers
B von Teilmengen von £ und eines vollstindig-additiven Masses m
auf B; und T sei eine masstreue Abbildung auf 2. (&, B’,m’) sei
ferner ein anderer Massraum und 7' sei eine masstreue Abbildung
auf &. Wir definieren auf dem Produktraum

1) 0=0x2, L3s=(0,0), wel, e
die Abbildung T=Tx T” durch
2 To=(Tw, T’ &),

dann ist T eine masstreue Abbildung auf dem Produktraum (£, B, m),
wobei B der kleinste ExE’ (EeB, E' ¢ B') enthaltende Borelsche

Mengenkorper und 7 das Produktmass mxm’ auf B ist. In der
vorangehenden Note haben wir uns mit dem Fall beschiftigt, wo T
vom Mischungstypus im witerein Sinne ist” In der vorliegenden
Note soll der allgemeine Fall spektraltheoretisch untersucht werden.
Es sei G die additive Gruppe (mod. 27) aller Eigenwerte 2 von

T: x(Tw)=e"r(w), (0=i=x,eL2(.Q)). Entsprechend sei G' bzw. G

die Gruppe der Eigenwerte von T bzw. T.
Satz 1. G ist das Kompositum von G und G :

G={G,G}={A+1; 21¢G, VeG}.

Satz 2. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass
T ergodisch ist, ist folgende :

(i) T und T’ sind ergodisch,

(i) GAG =02

Korollar 1. Falls T und T' vom Mischungstypus im weiteren
Sinne (d.h. T und T’ ergodisch und G=G'=0) sind, so ist auch T
vom Mischungstypus im weiteren Sinne.

Korollar 2. Falls T wvom Mischungstypus ist, so st fiir jede

1) Uber die masstruen Abbildung vom Mischungstypus im weiteren Sinne, diese
Proc., 19 (1943), 518-522.

2) Ein bekannter Spezialfall ist der folgende: es seien 2 bzw. 2’ die reelle Menge
(0.1}, B bzw. B’ die Gesamtheit aller Borelschen Menge auf (0,1] und m bzw. m’ das
Lebesguesche Mass. Es seien ferner To=0+2 (mod. 1) und 7¥«’=w’+4’ (mod. 1). Die
Bedingungen (i), (ii) im Satz 2 sind folgende: (i) 2 und A’ sind irrational, (ii) A/’ ist
irrational. Denn G bzw. G’ ist in diesem Falle {nd’ (mod. 1)} bzw. {nd’ (mod. 1)}
und die Bedingung G ~ G’=0 bedeutet, dass mA—nd’ (m,n=+1, +2, ...) niemals gilt.
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ergodische Abbildung T’ die Produktabbildung T auch ergodisch, und
umgekehrt.’

Beweis des Satzes 1. (i) Es sei A=1+1, Ye@G, ¥ eG. Dann
gibt es 2, LA(Q) und 2z} e LA(2) mit z,(Tw)=e"z(w) und 5(T'w’)
=e¥gi(o). Fir Z=wx;-0} ¢ LA2) gilt also #HTa)=ux,(T,) x (T o)
=¢"4+%(g5), Mithin ist G > {G, G'}.

(ii) Wie iiblich sei die Spektralzerlegung des unitiren Operators
U (Ur(w)=2(Tw)) auf L¥L):

3) v=|" ek,
und entsprechend fir 77 und T seien.

@®) v=|" eam;, U={ odE..
Setzen wir

(4 2(O)=IExlf, v ()=I1ExF, v)=I1EzF

fir x e LX9), ' € LA 2) und z e LX2), so gilt
®) Un,0)=|" eanty, W,)=|" e,
(Oz,8)=[" a0,
Insbesondere gilt fir =% (xeLXL), « e L(L))
6 Uz=(Ux) - (U'%), (Uz,%)=(Ur,=)-(U%,%),
mithin
Oz0)=(" etanty=[" [ danyamiie),
und folglich
) 0ult)= wlt—9)dvn®={" vilt-s)du.s).

Aus (7) konnen wir folgendes schliessen: A ist dann und nur dann

ein Unstef,igkeitspunkt von 7,(f), wenn A mit einem Unstetigkeitspunkt
1 von () und mit einem Unstetigkeitspunkt 1’ von v.{t) in der Form

A=2+2 dargestellt wird. Genauer gilt
(®) 2:(A+0)—,(1—0)
=3 102 1A+ 0) 2.2 — 0) ) (VA1 +0) — (4 —0) ) .
Setzen wir ferner

(9) E'= Euo“Ex v, B Euo"'l'u 0, E'=E—E.,,

1) Koro]lar 2 ist mchts anders als Satz 1in der vorangehenden Note
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so ist v,(14+0)—v(1—0)=| E*|* und G={1; E*> 0}. Entsprechendes
gilt fir G’ und G. Also folgt aus (4), (8), dass die Unstetigkeitspunkte
von ,(t) fir #=2 -2 in {G, G’} enthalten sind.

Da jedes % € LX(2) in der Form

(10) “}E 17— 2% 10, i =i - Tni, Tmi € LHL), xn;e LA(L)
dargestellt wird, gilt fir 7 e LX2) mit E*E=7-0
0 <17 P=|E*gP=lim | B IP < lim 337205, (A+0) —2;,,3—0)) .
n n>ro0

Also gibt es ein n und ¢ mit ¥, (14+0)—v; (1—0)>0 und folglich

1€ {G, G’}. Wir haben also G < {G, G’} bewiesen.

Beweis des Satzes 2. (i) Falls T oder T’ nicht ergodisch ist,
dann ist T ersichtlich nicht ergodisch. Es seien also T und 7¥
ergodisch, und GG’ 31=0. Dann gibt es x; ¢ LA L) und x)e LA£)
mit Ur,=ex;, und Uxi=e"x;. Da T’ ergodisch ist, ist |zi(«)|=
Konst. fast iiberall, und daher gilt Uz=% fir Z=ux, - (x})'==Konst.
Dies zeigt, dass T nicht ergodisch ist.

(ii) Es seien T und T" ergodisch und G ~G'=0. Dann ist

Va(+0)— v —0)=| E%P=|(x, 1), vz(+0)—v(—0)=IE"%P=|(, 1)[*
Daraus ergibt sich nach (8) und G~ G'=0

A1) 9:(+0)—vs(—0)= (v +0) —v.(— 0) ) (v;.(+0) — A —0))

=|(x,1)- @, 1) =& 1

fur Z=x-«. (11) zeigt, dass

(12) Ez=(z,1)-1
fir =2 «, also fir =3y, z} (z: e LAQ), oie L(2)) gilt.

Wire T nicht ergodisch, dann gibe es ein 7 e LX2) mit
Uj=y==0 und (%,1)=0.

Fiir die Folge {%,;} in (10) gilt nach (12)

,1.133 I B i) IF=}§2 | s, 1) =1 (@, 1P=0,
und andererseits gilt
lim | B2 P=1 B P=13F > 0,

was ein Widerspruch ist. Daher muss T ergodisch sein.



