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107. lber die masstreuen Abbildungen
in Produktriiumen.

Von Yukiyosi KAWADA.
Mathematisches Institut, Tokyo Bunrika Daigaku.

(Comm. by T. TAK.(]I, M.LA., Nov. 12, 1943.)

ES sei (/2, B, m) ein Massraum mit m(2)= 1" also die Zusammen-
fassung eines abstrakten Raumes /2, eines Borelschen MengenkSrpers
B yon Teilmengen yon /2 und eines vollsndig-additiven Masses m
auf B und T sei eine masstreue Abbildung auf 9. (, Bt, m’) sei
ferner ein anderer Massraum und T sei eine masstreue Abbildung
auf 2t. Wit definieren auf dem Produktraum

(1) .O=.Qx.Q’, -9=(w,w’), we, e

die Abbiidung =Tx T’ dutch

(2) T To, T’ o/)

dann ist T eine masstreue Abbildung auf dem Produktraum (, , ),
wobei B der kleinste EE’ (EeB, E’ e l) enthaltende Borelsche
MengenkSrper und das Produktmass m x m’ auf B ist. In der
vorangehenden Note haben wit uns mit dem Fall beschftigt, wo T
vom Mischungstypus im witerein Sinne ist? In der vorliegenden
Note soll der allgemeine Fall spektraltheoretJsch untersucht werden.

Es sei G die additive Gruppe (rood. 2)aller Eigenwerte yon

T" x(fo) e"x(o), (0 x e L2()). Entsprechend sei G’ bzw. (

die Gruppe der Eigenwerte yon T bzw. T.
Satz 1. ist das Kompositum yon G und Gt"

G={G,G’}={/’; eG, ’eG’}.

Satz . Die no$wendige und hinreichende Bedingung dafir, dass
ergodisch it, ist folgend"

(i) T und T’ sind ergodisch,
(ii) G G0.
Korollar 1. Falls T und T’ yore Mischungstypus im weiteren

Sinne (d. h. T und T’ ergodisch und G G’ O) sind, so ist auch
yore Mischungstypus im weiteren Sinne.

Korollar . Falls T yore Mischungstypus is$, so ist fir jede

1) 0ber die masstruen Abbildung vom Mischungstypus im weiteren Sinne, diese
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2) Ein bekannter Spezialfall ist der folgende es seien 9 bzw. 9t die reelle Menge
(0.1 B bzw. B’ die Gesamtheit aller Borelschen Menge auf (0,1] und m bzw. m" das
Lebesguesche Mas Es seien ferner T== + (rood. 1) und T%--f+ (mod. 1). Die
Bedingungen (i), (ii) im Satz 2 sind folgende: (i) und /sind irrational, (ii) / ist
irrational. Denn G bzw. G ist in diesem Falle (n (rood. 1)) bzw. (n (mod. 1))
und die Bedingung Gf Gt---0 bedeutet, dam ml----n (re, n:=+1, 2 niemals gilt.
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ergodische Abbildung T’ die Produktabbildung auch ergodisch, und
umgekehrt.D

Beweis des Satzes 1. (i) Es sei =/’, ’ e G, ’e G’. Dann
gibt es xeL2(p,) und x,eL2(12") mit (T,)=ez() und x’,(T’,’)
=ewx,(w’). Fiir x.x’, e L(,) gilt also (T)=x(T).x’;(T’w’)
=d(+’)(). Mithin ist ( {G, G’}.

(ii) Wie iiblich sei die Spektralzerlegung des unitiren Operators
U (Ux(w)--x(Tw)) auf L(/2)

(3) U= edE

und entsprechend fiir T’ und T seien.

(3") U’ I: e’E =I e dE

Setzen wir

(6)
mithin

(],, )= edvx(t) e(*’)dv(t)dv’,(t’),,

and folglich

(7) v(t) v,(t -s)dv,(s) v,(-s)dv(s)

Aus (7)kSnnen wir folgendes schliesn" 2 ist dann und nur dann
ein Unstigkeipunkt von V(t), wenn 2 mit einem Unstetigkeitspunkt
2 von v() und mit dnem Unstigkeipunkt ’ yon v( in der Form
2 2 + 2" dargesllt wird. nauer lt

(S) v(+0)-V(-0)
v,i- 0))+0)

Setzen wir ferner

(9) E=Eo-E,_, =E+o-E_.o

1) Koroll 2 ist nich andem als tz 1 in der vomngehenden Note.
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so ist v(t /0)-v(2-0)=ll E’Xll2 und G={ E 0}. Entsprechendes
gilt fiir G’ und G. Also folgt aus (4), (8), dass die Unstetigkeitspunkte
yon iix(t) fiir =x .x’ in {G, G’) enthalten sind.

Da jedes e L2(J2) in der Form

(10) lim 2-S’-xx. IIm 0,

dargestellt wird, gilt fiir

0 <1111 llEall-=limll-a 0))E (,-x,)II2 =< lim ,_(v(a +O)-i),(a-

Also gibt es ein n und i mit Ox,(+0)-)(-0)>0 und folglich

e {G, G}. Wir haben also ( {G, G) bewiesen.
Beweis des Satzes 2. (i) Falls T oder T’ nicht ergodisch ist,

dann ist ersichtlich nicht ergodisch. Es seien also T nd T:
ergodisch, und G G’ 2 0. Dann gibt es x c L() und x L(2)
mit Ux=ex, und
Konst. fast iiberall, und daher gilt = fiir =x,-(x)-Konst.
Dies zeigt, dass T nicht ergodisch ist.

(ii) Es seien T und T’ ergodisch und G G’=O. Dann ist

v(/0)-v(-0)--IIEi I(w, 1)I, v’,(/0) -v’,,(- 0)--II E’%’Ii2-- I(x’, 1)I.
Daraus ergibt sich nach (8) und Gf G’=0

(11) )(+O)-O(-O)=(v=(+O)-v=(-O))(v’,(/O)-v’,(-O))

fiir z- ’. (11) zeigt, dass

(12) =(, 1). 1

’( )fiir =x x’, also fiir =._x.x x e x e L2() gilt.

Wire T nicht ergodisch, dann g/ibe es ein 9 e L’() mit

r3== 0 und 02,1)=0.

Fiir die Folge {,} in (10) gilt naeh (19.)

rn rn [2____lim E(,-x.,)l--lim (,_x..,. 1) 1(9. 1)1=0.

und andererseits gilt

lim E(-x) I E = > 0,

was ein Widerspruch ist. Daher muss T ergodisch sein.


