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89. ur les coniques clans les espaces connexion
affine ou projective I.
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Institut Mathmatique, Universit Impriale de Tokyo.

Kazuo TAKANO.
Institut Mathmatique, Universit Impriale de Hokkaido, Sapporo.

(Comm. by S. KAKEYA, M.I.A., July 12, 1944.)

O. Introduction. M.M. Mikami) a rcemment dfini et tudi
les paraboles dans les espaces d’lments ]in,aires connexion affine.
Un espace d’lments linaires connexion affine tant dfini comme
un espace dou d’une connexion affine F(x, x() dont les lments sont
des points et des ].ments linaires x), il appelle paraboles les
courbes definies par les quations diffrentielles de la forme

x() ( dx )(0.1)
ds

-0, x(’)
ds

i, j, k, 1, 2, ..., n

/ds dsignant la drive covariante le long des courbes par rapport
la connexion affine Fj(x,x()) de l’espace. Les paraboles tant ainsi
dfinies, il cherche la condition ncessaire et suffisante pour laquelle
un systme des paths d’ordre 3 dfini par les quations diffrentielles
de la forme

(0.2) T=x()+A(x, x())x()+ B(x, x()) =0,

off A et B sont des fonctions homognes en x() respectivement de
degr 1 et de degr 3, soit le systme des paraboles d’un espace
d’lments linaires connexion affine. Pour que ce systme des paths
d’ordre 3 soit le systme des paraboles dans un espace d’lments
linaires connexion affine, il faut et il suffit que le vecteur contre-
variant

(0.3) .B B 1 (Dx() 1A.x (2A- ()

3 9

s’annule, off nous avons adopt les notations f.=f/x et f()=fx().
Si l’oa demande que le systme des courbes (0.2)non paramtrises
coincide avec le systme des paraboles, il faut et il suffit pour cela
que le vecteur contrevariant *B soit proportionnel x(1).

MM. H. Hombu et M. Mikamiz) ont continu cette tude des
paraboles en se plaant dans les espaces gnraliss des paths de M.
J. Douglas. Ils considrent d’abord le contact d’ordre 3 et d’ordre 4
des paraboles dans deux espaces gnraliss projectivement lis l’un
l’autre, et ils cherchent ensuite les paraboles communes dans ces deux

1) M. Mikami: On parabolas in the generalized spaces. Japanese Journal of
Mathematics, 17 (1940) 185-200.

2) H. Hombu et M. Mikami" Parabolas and projective transformations in the
generalized spaces of paths, ibidem, 307-335.
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espaces. Enfin ils dterminent les espaces qui ont les paraboles com-
munes et sont projectivement lis l’un l’autre.

D’autre part, MM. H. Hombu et K. Okada ont montr que, pour
qu’il existe une et une seule parabole par rapport R une connexion

affine F} qui est en contact d’ordre 3 avec une parabole par rapport

une autre connexien affine F, il faut et il suffit que F et r
soient lis par les 8quations de la forme

(0.4) F-F+p-t-q
off p et q sont deux vecteurs covariants arbitraires. Ils appellent
(0.4) la transformation projective des connexions affines asymtriques.
En suivant la mthode de T.Y. Thomas, ils construisent ensuite une
thorie projective des connexions affines asymtriques.

En se plaqant dans un espace connexion projective et en se
servant du repre de M. T. Y. Thomas, MM. H. Hombu et M. Mikami)

ont dfini les coniques par les quations diffrentielles de la forme

*x’ ( dx )(0.5)
dt

-0, x’=dt "’ /’ ’ =0, 1, 2, ..., n

*3/dt d6signant la d6riv6e covariante par rapport aux composantes de
la connexion de M. T.Y. Thomas, et ils ont 6tudi6 les paramtres
projectifs sur les coniques, le contact des coniques de deux connexions
et le contact des paraboles et des coniques.

Voil ce qu’on a 6tudi6 jusqu’ici sur les paraboles dans les espaces
connexion affine et les coniques dans les espaces connexion projec-

tive. Mais, il est possible de consid6rer les coniques mme dans un
espace connexion affine. Dans la premiere partie de cette Note, nous
allons donner une autre d6finition, plus g6om6trique, des coniques dans
un espace connexion affine, et en 6tudier quelques propri6t6s. En ce
qui concerne les coniques dans un espace connexion projective, nous
allons les 6tudier en nous servant de ce qu’on appelle le repre semi-
naturel de M. 1. Cartan. Nous serons ainsi amen6s tout naturellement
au concept de paramtre projectif sur les coniques, celui-ci 6tant d6fini
par une d6riv6e Schwarzienne. De plus, si l’on fixe un hyperplan a
l’infini, les coniques ainsi d6finies deviennent les coniques affines, ainsi
peut-on 6tudier sans difficult6 les relations entre les coniques affines et
les coniques projectives.

1. Les coniques dans un espace connexion ajfine.
Considrons un espace connexion affine rapport un systme

de coordonnes (x*) et dont la connexion s’exprime par les formules

(1.1) dM=dxe de Fidxe
en se servant de ce qu’on appelle le repre naturel. Si l’on considre
dans cet espace une courbe x*(r), le dveloppement de cette courbe et

1) H. Hombu et K. Okada" On the projective theory of asymmetric connections.
Proc. Physico-Math. Soc. Japan, 28 (1941), 357-362.

2) H. Hombu et M. Mikami" Conics in the projectively connected manifolds.
Memoires of the Faculty of Science, Kyfisyfi Imperial University, 2 (1941), 217-239.
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de repre natural attach chaque point sur un espace affine tangent
sera donn par la consideration des quations diffrentielles

de_ dx(1.2) dM dx e I e
dr dr dr

Si l’on obtient une courbe plane aprs le dveloppement, on l’apelle
courbe plane dans l’espace connexion affine. Pour qu’une courbe soit
plane, il faut et il suffit qu’on air

d2M dMdM "t-a =0
dr -vr +

dr
d’ofi

3x x dx(1.3)
dr

+a dr.-+/-r=0
/dr dsignant la drive covariante le long de la courbe par rapport

la connexion affine F, et a, q certaines constantes.
Or, le paramtre r tant tout fait arbitraire, si l’on prend un

nouveau paramtre s, l’4quation (1.3) devient

ds dr
ds ds dr

a
ds

ds

dx ds 3 -- d’r dr

ds

3 d’r
ds’(1.4) (--dr--i

,

on obtient de (1.3)
3Xi dx =0,

k tant une fonction de s. Ce sont des quations des courbes planes
dans l’espace " connexion affine par rapport au paramtre special s.
Ici, le paramtre s est de caractre affine, parce que le terme de
x/ds tant absent dans (1.5), le changement du paramtre qui con-
serve cette proprit doit tre de la forme

(1.6) =as+b

comme le montre l’quation (1.4). Donc, la direction dfinie en

chaque point de la courbe a un sens dtermin et par consequent nous

dfinissons par - la normale affine d’une courbe plane dans un

espace connexion affine.

Donc, en choisissant le paramtre s de manire qu’on ait
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Cela tant, nous allons chercher la courbe plane dont la normale
affine est concourante) le long de la courbe. Une direction v dfinie
en chaque point de la courbe x(s) est dite concourante si elle satisfait
aux quations diffrentielles de la forme

dx-- + v.=O,
ds ds

it tant une fonction approprie de s. En effet, l’4quation ci-dessus
montre que

d (M+,ve)=O,
ds

et par consequent, la direction v passe toujours par le point fixe
MWve.

Si l’on demande que la normale affine d’une courbe plane dans
un espace connexion affine soit concourante le long de la courbe, on
doit avoir

dx__i_t (ds -s /=0’
d’ofi

x +dlog 3x 1 dx -0.
ds ds ds , ds

La courbe tant plane, et la paramtre s tant affine, on en con-
clut que

dlog 0 d’ofi 2 constante.
ds

Inversement, si le coefficient k dans (1.5) est une constante, on
voit facilement que la normale affine d’une courbe plane dans un espace

connexion affine est concourante le long de la courbe. Nous appelons
une telle courbe conique dans l’espace connexion affine.

Les quations des coniques affines tant (1.5), le coefficient k n’est
pas un invariant affine, parce que si l’on effectue un changement du
paramtre affine (1.6), le coefficient k subit une transformation de la
forme

Mais eette quation montre que le signe de k est un invariant
affine, done on obtient la classification suivante des eoniques. Les
eoniques s’appellent llipses, paraboles ou hyperboles suivant que le
eoeffieient k > O, k=O ou k < O. Si k=O, les quations diff(rentielles

des eoniques montrent que la normale affine est toujours parallle le
long de la eourbe. Ce sont les paraboles de M.M. Mikami-.

1) Voir, K. Yano" Sur le paralllisme et la concourance dans l’espace de Riemann,
Proc. 19 (1943), 189-197.

2) M. Mikami" On parabolas in the generalized spaces, dj cit.
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2. Les coniques dans un espace connexion proecive.
Plaqons nous d’abord dans un espace projectif ordinaire et rappor-

tons-le un systme de coordonnes homognes X. Alors, les coniques
peuvent s’exprimer par les quations de la forme

off pest un facteur dpendant de t, et a, b, c des constantes et enfin
t un paramtre projectif. Donc, en dsignant par A0 le point courant
des coniques, on aura

d(2.1)
dts flAo O,

comme les quations diffrentielles dfinissant les coniques dans un
espace projectif ordinaire.

Cela tant, plaons nous ensuite dans un espace connexion
projective rapport un systme de coordonnes (x) et attachons,

chaque point de l’espace, ce qu’on appelle le repre semi-naturel
[A0, A, A2, ..., A], le A0 tant le point de contact. Alors, la connexion
projective de l’espace s’exprime par)

(2.2)

off

(2.3)

dAo oAo+dxA
dA oAo+o.A

dx?=pdx o oadx ,, dx
sont des formes de Pfaff. La connexion projective tant complment
dfinie par des formes de Pfaff o, nous posons

(2.4) I1 , L p,
et nous les appelons composantes de la connexion projective.

Si l’on efftue le changement du repute semi-naturel

(2.5) =A0, =A0+A,
les composantes de la coexion projective subissent les transformations

p=pa-a,

(2.6) -0_H-11 +,- H-
ce qui correspond au changement de l’hyperplan l’infini. En posant
p=a, nous pouvons rendre nulle la forme de Pfaff dx, et les qua.-
tions dfinissant la connexion projtive prennent la forme

(2.7)
dA=HdxAo+

1) K. Yano" Les espaces connexion projective et la geomtrie projective des
paths. Th, Paris, (1938), et Annales Scientifiques de l’Universit de Jsy, 24 (1938),
395-464.
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Nous appellerons un tel repre le repre de M.O. Veblen. La
torsion et la courbure de l’espace tant respectivement donnes par

(2.8) . H Hk,h

t

nous supposerons que l’espace soit sans torsion"

(2.9) H=H
Si l’on suppose de plus que le tenseur contract 12. soit nul, on

obtient, de la deuxime quation de (2.8),

(2.10) Ha 1 (nH+H),n-I
off H H? et les H.a sont les composantes du tenseur de courbure
formes avec les H. Dans ce cas, la connexion s’appelle normale.
On voit que si l’on se donne les composantes ll, d’une connexion
affine, on peut en construire les composantes et H d’une
connexion projectie normale en utilisant les formules (2.10).

Cela dit, nous dfinissons la conique de l’espace connexion
projective par l’quation diffrentielle

(2.11) d. A0 0
dt

qui montre que si l’on dveloppe cette courbe sur l’espace tangent
projectif en un point de la courbe, on obtiendra une conique projective
ordinarie. L’quation (2.11) nous donne

(2.12) d A0+3 dep dAo 3 dp dAo dA =0
dt dt dt ---- +fl g-

Or, en se servant d’un repre semi-naturel, on a

dAo_ dx Ao+ dx
dt dt

A,

dt L--f+k/+H--t- --- Ao

+ 2 d dF +I1 A aOAo+aA

dt
+& +H# dt

Ao

+ao dx’ dx Ha A+

En substituant ces quations dans (2.12), et en posant sparment
nuls les coefficients de A0 et de A, on trouve
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(2.13)

(2.14)

dP + 3 dpdt, dxdt F 3 -dP ao +ill dt
+r_da a Ha Adx ] 0

3 dP dx 3 da
dt dt dt

+p ao d# ai dx da dx ]ka -+ ++11 =0.

Cela 6rant, introduisons un paramtre s, arbitraire pour le moment,

(2 dx 3t") -=:-1 (-d--a- +IIa’dx+
t’ ds t’ a+-t’ \ ds ds /’

off la prime repr6sente la d6riv6e ordinaire par rapport au paramtre s.
En substituant ces 6quations dans (2.13) et (2.14), on obtient

respectivement

p’" 3p"t" p’t’" 3p’t’’ 1 dx 3 dx dx(2.16) +-+t + t,pt’ pt’ pt’ ds ds ds

t" #o ( xO t" ) ( o
-/ rt’ t".

( ,oZ__ ’t" t’" t") d+}t’ -t" t’ t’ d
3 dx+ 3K -I tpt’a ds

-oHa =0
t’ + - -+ ds /

3t")dx (2 dx
t’ -s +

t’a ds
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\ ds ---s) =0"
Or, le paramtre s tait jusqu’ici tout fait arbitraire, nous allons

choisir ce param,tre de manire qu’on ait

((2.18) x=log - .---,
Alors, les d6riv6es successives de x 6tant donn6es par

dx

_
t" p’

ds t’ p

dx t’" t’’ p’ p’
ds t’ t’ p p
dax t’"’ 3t"t’" 2t’’ p’" 3p’p" 2p’
ds t t, t p p p

les quations (2.16) et (2.17) nous donnent respectivement

(2.19) da t- dx t’" 4t"t"’ 3t’’8

IIka +- t- =0
ds -- t’ t’ --(2.20) da _t_ iika dX ( t’ t’2 ) dx
ds

+ 2 -- -3 -/- +a -d- =0.

En d6signant par {t, s} la d6riv6e Schwarzienne de t par rapport

{t,s}=
t’ 2 \-/’

nous obtiendrons enfin

(2.21) da + II a dx d+ {t, s} =0

da + dx dx(2.22) IIa +(2(t,s}+a) =0.

Ce sont les 6quations differ6ntielles des coniques et du paramtre
projectif t sur elles.

Dans la deuxime partie, nous allons tudier la relation entre
les coniques affines et les coniques projectives ainsi dfinies.


