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121. Bemerkungen iiber den Untergruppensatz
in freien Produkte.

Von Mutuo TAKAHASI.
Mathematisches Institat, Kaiserliche Universitit zu Osaka.
(Comm. by T. TAKAGI, M.IA., Oct. 12, 1944.)

Es sei ein freies Produkt & von beliebigen Gruppen &,, Kémponenten
genannten, gegeben (im Zeichen: @= I @®,). Dabei moge die Méchtigkeit

ael’
n der Indexmenge I'={a} auch ganz beliebig sein.

Uber die Untergruppen der freien Produkte von beliebigen Gruppen
hat A. Kurosch zuerst den sogenannten Untergruppensatz bewiesen.
Er bewies namlich:® Jede Untergruppe eines freien Produktes ®& ist
ein freies Produkt, dessen Komponenten eine freie Gruppe und zu
Untergruppen der Komponenten von & konjugierten Gruppen sind.

Demnichst haben R. Baer und F. Levi durch einen topologischen
Beweis den Satz wesentlich verscharft. Ihr Beweis liefert nimlich eine
Zerlegung mit moglichst grossen zu Untergruppen der Komponenten
von @ konjugierten Komponenten und diese Zerlegung hat fiir manche
Anwendungen wichtige Eigenschaften, insbesondere ist sie in gewissem
Sinne eindeutig und liefert den Beweis des Verfeinerungssatzes, dass
irgend zwei freie Produktzerlegungen einer Gruppe isomorphe Ver-
feinerungen besitzen®.

In der vorliegenden Arbeit soll derselbe Satz als folgendes form-
liert und von neuem mit Hilfe der schon im Fall der freien Gruppe
benutzten Beweismethode® bewiesen werden. Dieser Beweis gestattet
auch die Beziehung zwischen der Anzahl der Komponenten von & und
der von der Untergruppe U zu geben. Ferner erhidlt man als einen
Spezialfall die bekannte Schreiersche Gleichung N=j(n—1)+n, wobei
n die Erzeugendenanzahl einer freien Gruppe ® und N die von ihrer
Untergruppe Il mit dem endlichen Index j=(®: 1) bedeutet. (§3)

Der Satz lautet:

Untergruppensatz. Es sei U eine Untergruppe von (&5=ﬁ(55,, mit
dem Index j=(®: N). Dann gibt es eine Zerlegung von U :

N=F * [I(U A7, Gersd)
80 dass 1.) § eine freie Gruppe mit j(n—1)+1->d, Erzeugenden
und 2.) ro(v=1,2,...,d,) die geeignet ausgewdhlten Regrisentanten

1) A. Kurosch, Die Untergruppen der freien Produkte von beliebigen Gruppen,
Math, Ann, 109 (1934) S. 647. Vgl. auch: Uber freie Produkte von Gruppen, Math.
Ann. 108 (1933) S. 26.

2) R. Baer und F. Levi, Freie Produkte und ihre Untergruppen, Compositio Math
3 (1936) S. 891.

3) Vgl. etwa K. Reidemeister, Einfithrung in die kombinatorische Topologie,
Braunschweig, (1932), F. Levi, Uber die Untergruppen der freien Gruppen, Math,
Zeitschr, 32 (1930) S, 315, 37 (1983) S. 90,
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der Klassen von & nach dem Doppelmodul (1, ®,) sind.

§1. Vorbemerkungen. 1. Es sei & ein freies Produkt von be-
liebigen Gruppen ®,. Nach der Definition des freien Produktes hat
jedes Element g von ® eine einzige unkiirzbare Darstellung (Normal-
form), ¢;...q:;, wo jeder Faktor g; ein von 1 verschiedenes Element
aus einer Komponente ®, ist und, wo je zwei benachbarte Faktoren
0 0:+1 2u verschiedenen Komponenten gehéren. Wir nennen dabei die
Anzahl ¢ der Faktoren die Lange von g(im Zeichen : t=l(g)). (l(1)=0).
Wenn ge®,, dann ist l(g)=1 und umgekehrt.

Wenn bei dem formalen Produkte gh=g, ...g¢h; ... hs von den Nor-
malformen zweier Hlemente g=g¢;...9; und h=Ah; ... h; keine Kiirzung
und keine Vereinigung® der Faktoren vollzogen wird, so nennen wir
das Produkt g;... g#y ... b, unkiirzbar; im entgegengesetzten Fall
kiirzbar. Im unkiirzbaren Fall ist also l(gh)=I(g)+I(h), im kiirzbaren
Fall ist aber l(gh) < l(g)+IU(h).

2. Unter der Zerlegung von & nach einem aus zwei Untergruppen
$ und & gebildeten Doppelmodul (9, &) versteht man eine Klassenein-
teilung von @ :G=HR+H" K+ OrR+..., wo jede Klasse Hr:& aus
allen Elementen von der Gestalt hrik, heD, ke®, besteht. Die Anzahl
d der Klassen dieser Zerlegung wollen wir mit ((55 (9, R)) bezeichnen.
Ist ¢; der Index (R:R A ri'Hry), so ist die Klasse Hr.® die Verei-
nigungsmenge von ¢; verschiedenen linksseitigen Restklassen $r;k von
® nach 9. Ist  ein Normalteiler von ©, so ist offenbar jedes c¢; zu
c=(®: H8) gleich und cd=5=(S: H).

§2. Beweis des Untergruppensatzes. 1. Erzeugende von Unter-

*
gruppe. Es sei 11 eine Untergruppe von @==T1®,. Aus der linksseitigen
Restklassenzerlegung von ®& nach 1

0) G=U+Ur+Ury+ -+ Urp+ -

erhilt man durch Vereinigung einiger Restklassen Ur eine Zerlegung
von ® nach dem Doppelmodul (U, ,),

(a) G=00,+Uru®,+ U8+ - +Ur, S+ -
Fiir jede andere Komponente &g, &, ..., erhilt man durch eine andere
Vereinigung auch die Zerlegungen

(ﬁ) @5=11(559+117'm@53+---+11rg,,(§55+-" ’

() G=u6,+Ur G, + -+ Ur, 8,4+,

.................................................

Nun sei # ein Element aus 11 mit der Normalform u=g; ...g:;, Wo
etwa 0:€®,, 0:€®s, 0:€07, ...; apfXx7r.... Dann erstens gehort
¢ zu einer bestimmten Klasse Urp®; von (f)-Zerlegung, also ist
g1=usrguhs, hg€ G, und daher u=wuyrg.hege)gs--- g WO U=g1h5'""5a

4) Ist by=g;Y ly=g;" ... hi=0; 441 aber hr+13Eg;%, so werden k Kiirzungen
der Reihe nach vollzogen, Gehdren hx+1 und gi-z zu derselben Komponente und
ge-rhe+13 1, so soll eine Vereinigung ausgefiihrt werden.
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Zweitens ist 7g,(hg go) € Ur,,®, fir eine bestimmte Klasse von (r)-Zer-
legung, also ist 75.(hsg2) =Usrr by, by € ®;, und daher u=uer,(h,gs) --- g,
WO us="7gu(hpge)h; 1.

Setzt man solches Verfahren fort, so erreicht man héchstens nach
t—maligen Ausfithrungen eine Darstellung von u,u=wuuy... u;, WO
jedes u; von der Gestalt 7,005 750 92 € G, hge @y, ist.

Wenn man nun die Restklasse r; von (0)-Zerlegung so bestimmt,
dass Ur,g,=Urghe=1r; ist, dann wird

ravgahﬁ l”';} = (T{g; 17‘;1} ) 4(7"’0; 17‘5}) ’

und hier offenbar rg;'r;}, rihz'rgiell.
Nimmt man jetzt ein Reprisentantensystem (1, @, bg,---) der
linksseitigen Restklassen von @, nach 9., =8, ~r;lr,

(a: ”) ®a = ‘@ay + @auaav + %aubav'i' R)
dann wird

T e =TT  Taha e
WO €,=ha@o, hav€ D, und folglich 74,ha 15 €700t S U und razrgt el
Nach obigen Betrachtungen kénnen wir behaupten, dass die Ele-
mente r;a;r;; und die Elemente aus 7,9,7s ein System von Er-
zeugenden der Untergruppe 1 bilden, wenn die 7; bzw. a unabhingig
voneinander das Reprisentantensystem Ry={r;} von (0)-Zerlegung bzw.
die Indexmenge I'={a} von Komponenten &, durchlaufen.
Denn, aus («) und («, ») folgt die Zerleguug

Ur,®,= N7 Ou + W70 Dala+

=uray+nrayaay + ety
also gilt
® =2 2 u'rava'av ’

Tay %y

und man erkennt, dass das Element 7a;r; dann und nur dann vor-
kommt, wenn Ur;=Ur,a, ist. Nimlich wird der Teil (r,a.)™* von
rmra durch 7; und « eindeutig bestimmt. Wir bezeichnen also das
Element r;lr;! mit U(ri,a), und ein Element aus 7,9.7s mit
Vira).

Ulrs, @) =71007a, Vry)=ruhars), ho € Do, .

Es ist klar, dass die Anzahl von Elementen U(r; a) gleich nj ist, wo
n die Anzahl von Komponenten ®&, und j der Index (®:1) ist.
Durch geeignete Auswahl der Reprisentanten {r;} von (0)-Zerlegung
und {r,} von (a)-Zerlegung u.s.w., kénnen wir keine nichttrivialen
Relationen zwischen den Erzeugenden hervorkommen lassen.
Wir legen nidmlich den {r;} und {r,} die folgenden Bedingungen
auf :

t
() Jedesmal, wenn r;=g; ... g¢=1‘Ilg,, der Reprisentant seiner
e

Restklasse Ur; ist, soll 7; die minimale Lange I(r;) unter allen Ele-
menten aus seiner Restklasse haben und sollen aueh die Abschnitte
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des Produkts lfIlg,,(s=1, 2, ..., t—1) die Reprisentanten ihrer Restklasse
o=

sein. (Schreiersche Bedingung)®.

2 Jedes 7, soll als ein 7, mit minimaler Linge l(r,) unter den
Reprisentanten {»,}, Ur,®,=3r,, ausgenommen werden.

Jetzt denken wir uns die Reprisentantensysteme Ry={r;} und
R,={r,} u.s.w. irgendwie gemiss (), (Z.), ... bestimmt, und be-
trachten die oben erhaltenen Erzeugenden U(7;, @) =r:a;ira.

Die Forderungen iiber {r;} und {r,} fithrt uns zu den folgenden
Hilfsséitzen.

Hilfssatz 1. r,a, ist unkiirzbar.

Ist r,a, kiirzbar, so gehort der Endfaktor von 7, zu &, Dann
gibt es in der Klasse Ur,®, ein Element mit noch geringerer Linge
als I(r,) entgegen der Forderung (3°,).

Hilfssatz 2. (J—1) kiirzbare Ulr;, a) sind als Erzeugende unnitig.

Ist rag0r;} kiirzbar, so gehort der Endfaktor von r; zu &, weil
azlr;} nach Hilfssatz 1 unkiirzbar ist, also r;=7;9, g.€®,, wo r; auch

der Reprisentant seiner Restklasse ist (nach (Zo)) Dann ist ralrgl=

ri{g.a:)r. und bei der Zerlegung (a, v) gehort (gaz)) " (e®,) zu einer
Klasse, etwa 9u.b., d.h. g.azl=b,h,, und folglich gilt razir;l=
Pbairar - *whwTo. D.h. Ulr;, a) ist durch andere Erzeugenden U(r;, )
und V(r,,) darstellbar, also als Erzeugende unnétig. Die Anzahl von
kiirzbaren U(r;, a) ist offenbar (5—1), denn fir jedes »;31 kommt
genau ein kiirzbares U(r;, @) hervor, wenn der Endfaktor von 7; zu G,
gehort.

Hilfssatz 3. Fliir jedes r, wird genaw ein U(ry, «) von den Er-
zeugenden gestrichen.

Nach Forderung (37,) ist es klar, dass aus r;=7, U(r,, a)=1 folgt.
Die Anzahl von solchen gestrichenen Ul(r,,«) ist Eda, wo d,=
(8:(11,®,) ist.

Zusammenfassend haben wir also folgendes erreicht :

Die Untergruppe Wl wird von j(n—1)+1-—-3d, unkiirzbaren U(r;, a)
und von Elementen V(r,) aus > d, Gruppen r,D.ryl erzeugt Dabei
Lommen eventuell einige unter den Gruppen v,D.ra der Einheitsgruppe
gleich sein.

2. Freiheit der Erzeugenden. Durch die Buchstaben % mit unteren
Indizes sollen die Erzeugenden von 11 bezeichnet werden, d.h. die
unkiirzbaren® U(r;, a), ihre Inversen und alle von 1 verschiedenen V(r,,)
aus der Untergruppe 7., 9.7z

Das Produkt u; ... u; heisst ein (u)-Wort in 1, wenn keine zwei
benachbarten Faktoren u;, %;.; zueinander invers sind oder zu derselben
Untergruppe 7,975 gehdren.

Es sei O(w)=u;...u; ein (u)-Wort in 1. Dann kann bewiesen

werden, dass Q(u) 1 in &= e &, ist.
Um o(u) ¥ 1 zZu bewelsen werde (P(u) 1 vorausgesetzt und zu-

5) Der Beweis, dass diese Forderung stets erfullbar ist, wird wie bei freien
Gruppen durchgefithrt, vgl. etwa: K. Reidemeister (3) S. 76.
6) Ulrs, a) sei im folgenden stets unkiirzbar und V(rg) von 1 verschieden,
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gleich angenommen, dass die (u)-Lénge von @(u) unter allen in Frage
kommenden Wortern minimal ist.

Nach oben bemerkten hat jedes u eine unkiirzbare Korm r;gr;?,
wo l(g)=1 und r;, r; die gemiss () bestimmten Représentanten ihrer
Restklassen von & nach U sind. Es sei etwa u,=rggrj*, dann muss

*
in ®=TI®, der hintere Teil 7;! von u; in @(u) nach rechts weggekiirzt
werden, nidmlich gegen ein Teilstiick » eines Teilprodukts ug ... %,
(8 <1t), weil 7; nach links keineswegs gekiirzt wird.

Wenn p=u, ... us_1(r:h7Y), wo r#=9, und also r ein Abschnitt von
7 in u,=rehrr? ist, dann gil 7% ... u,=r"%, und daraus folgt ug ... u,
=ryt=1, weil »; und r die bestimmten Reprisentanten ihrer Rest-
klassen sind, und weil aus r7#tell r;=r folgt.

Ist p=uz ... -y mit 2<<s<¢, wo r ein Abschnitt von =, in
us=rehryt ist, so gilt 77z ... e—r=1 und daraus folgt up ... U=
rirt=1, weil r; reR,.

In beiden Fillen erhdlt man ein in @ verschwindendes (u)-Wort
o(u) von kiirzerer (u)-Lénge als @(u), und das steht im Widerspruch
zu der @(u) auferlegten Minimalbedingung.

Daher ist nur moglich, dass der hintere Teil 7. von wu=rigrit
nach rechts gegen den vorderen Teil 7, von u;=rwhr;! weggekiirzt wird.
Wenn aber uz31 ist, dann ist wu=rghri?, wo gh3¢1 ist, und
der hintere Teil 7' von wu, muss wie oben auf demselben Grunde
nach rechts gegen den vorderen Teil 7, von us=rnkr,;! weggekiirzt
werden.

Holt man dieselbe Schlussweise wieder, so erreicht man folgendes :

Bei je benachbarten ue=7:g7;! und Uz =7ehry! in @(u) muss r; =7y
und l(gh)=1 sein.

Kommt also unter den wuy, U, .-, Ue—y €in u,=U(ry, «)™ vor, dann
muss Ug= U(r;, a) sein. Denn der vordere Teil von ug+; soll mit dem
hinteren Teil r;! von u, invers sein und die beiden Mittelfaktoren
miissen derselben Komponente &, gehoren. Das ist unmoglich bei dem
Wort &(u).

Also schliesslich muss @(u) entweder U(r;, a), V(ra), V() Ulry, @)™,
Ulr;, @) V(rs,) oder U(ry, @) Virg,)U(r;, a)™! sein, und man kann leicht
erkennen, dass keines unter diesen @(u) in & verschwindet. Z.B. sei
etwa

w(u) = U(’I',', a) V('rav) U(T.i’ a)-1= ria';vl 7';1} * ravhavr;lfl * 'raubau'r; !
=T a;}haubav Ty L

Wire a7l habe =1, dann a,bzt=h, € 9, und also k. =1, Daraus folgt
O(u) 1.

Hierdurch ist jedes @(u) 31 in @ und die Freiheit der Erzeugenden
bewiesen. Damit ist der Untergruppensatz vollstindig bewiesen.

%*
§3. Bemerkungen und Beispiele. 1. Essei U=F * TI(U N 7, 8750
eine im Untergruppensatz gegebene Zerlegung von 1.
Zu jeder Gruppe &=U ~2&,x7' 31 mit beliebigen G, und x aus
® ist genau ein N,o=0 D7, Orz in U konjugiert.
Beweis. & gehort zu einer bestimmten Klasse, etwa Ur, @, von
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(a)-Zerlegung in §2.1. Also gibt es ein % aus U und ein g, aus ®,, so
dass x=ur,g, ist. Dann gilt U282 '=U A ur,g.S.0: rmu=
U N ur,Sraut=ull A r,Sr)u;l. Wire & in 1 zu zwel verschie-
denen 1,, g, konjugiert, so miissten U,, und U, zueinander in U
konjugiert sein, was unmoglich ist. Damit ist die Behauptung be-
wiesen.

2. Nach dem oben bemerkten liefert der Untergruppensatz offen-
bar alle Resultaten”, die R. Baer und F. Levi in ihrer Arbeit gegeben
haben.

8. Bei der Zerlegung im Untergruppensatz mogen einige U, &1
unter den Komponenten im allgemeinen gleich 1 sein. Dariiber geben
die folgenden zwei Beispiele die extremen Fille.

(1) Im Fall der freien Gruppe & mit n Erzeugenden ist @ ein
freies Produkt von n lauter unendlichen zyklischen Gruppen ®,. Es sei
1 eine Untergruppe von @ mit endlichem Index j=(®:1). Dann
gilt fiir beliebiges « aus G,

=@ :M)=(G : UV Gz H(N2Gx1: )
=G : 0V B ) xGx™: U 2GxY).

Also folgt die Endlichkeit von (@ !: 1 ~2G,xY) aus der von j.
Hier ist aber #®,x~ eine unendliche zyklische Gruppe und danach muss
UNeGx 1. Daraus folgt Unr,G.2k 1 fir jedes 7, und
diese Gruppen sind sdmtlich unendliche zyklische Gruppen. Nach dem
Untergruppensatz ist also 11 eine freie Gruppe mit genau j(n—1)+1
Erzeugenden.

(2) & sei nun ein freies Produkt von » zyklischen Gruppen G&,=
{a.} von der endlichen Qrdnungen m, Die Kommutatorpruppe U

von @ hat dann den Index j=(®:U)=T1Im, und d¢=((55:(11, @a))=
(®: 10,)=j/m, Aber die Exponentensumme von ¢, in jedem Elements
u aus U als Potenzprodukt der Erzeugenden a, ist =0 (mod m,), also
enthilt 1 kein Element, welches in r,®&.; liegt. Daher sind alle
U 7.8 gleich 1. Daraus folgt, dass die Kommutatorgruppe U
von @=TI{a,}, a™=1, eine freie Gruppe ist, und die Anzahl von Er-
zeugenden ist

im—1)+1-3d,=(TIm,) [(n—1)—> 1/m,]+1.

7) Uber weitere interesante Resultaten, welche aus dem Untergruppensatz folgen,
siehe R. Baer und F. Levi (2).



