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Sur les espaces a connexion affine qui peuvent
representer les espaces projetifs des paths.

Par Kentaro YANO.
lnstitut Mathmatique, Universit Impriale de Tokyo.

(Comm. by S. KAKEYA, M.I.A., Nov. 13, 19440

1. M.O. Veblen) a d6fini la g6om6trie projective g6n6ralis6e
comme la thorie des invariants des fonctions II,(x) satisfaisant aux
conditions

=0 (c) I0(1.1) (a) II=H, (b) 1I.o
par rapport aux transformations de coordonnes de la forme

(1.2) =x+ log p (x, x, ..., x), (x, x, ..., ),
la loi de transformations des fonctions H,, pendant les transformations
de coordonnes (1.2), tant

(1.3) x xr IIr+
En regardant les fonctions II, comme tant les composantes de la

connexion d’un espace A+ connexion affine (n+ l) dimensions, M.
J. H. C. Whitehead a tudi les proprits caractristiques de l’espace
A+ qui peut representer l’espace P, connexion projective de M.O.
Veblen.

Si l’on introduit, dans l’espace connexion affine A+, un champ
de vecteur ayant les composantes

(1.4) =,
on voit facilement que ce vecteur a toujours les mmes composantes
dans tousles systmes de coordonns lis les uns aux autres par les
transformations de la forme (1.2). En se servant de ce champ de
vecteur, on peut mettre les conditions (1.1) sous les formes tensorielles
suivantes

(1.5) (a) S,=II,- .;, =o (c) ,=,

1) O. Veblen" Generalized projective geometry. Journal of the London Math.
Soc. 4 (1929), 140-160.

fa, , r , z, , 0,1, 2, n,2) Les indices[i j, k prennent respectivement les valeurstl, 2 n.
3) La virgule dsigne la drive partielle ordinaire et le point-virgule la drive

convariante.
4) J.H.C. Whitehead" The representation of projective spaces. Annals of Math.

32 (1931), 327-360. Voir aussi, K. Yano- Les espaces . connexion projective et la go-
mtrie projective des paths, Annales Scientifiques de l’Universit de Jassy, 24 (1938),
395-464.
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o //. sont les composantes du tenseur de courbure form6es avec
les H

ll .,o,= H., ll o,.+ ll

La eondition (1.5) (a) montre que notre espaee A eonnexion affine
A+x es sans torsion. La eondition (1.5) (b), qui peu tre aussi 6erite
sous la forme

en tenant eomte de (1.g)(e), dit que l’esaee A+ admet une eol-
lination ane dans la direction . La dernire eondition (1.g)(e)
rersente que es un eham de veeeur eoneourant.

Inversemen, si un esaee A+ g connexion ane (+ 1)dimen-
sions et un eham de veeteur dans A satisfont aux trois condi-
tions (1.5) (a), (b), (e), l’esaee A+ eut, eomme on le volt faeilemen,
representer un esaee connexion rojeetive dimensions ourvu
qu’on renne, dans A+, un systme de eoordonnes dans lequel le
eham de veeteur a ses eomosantes de la forme (1.4).

D’autre art, . D. van Dantig
gnralise eomme la thorie des invariants des fonetions H() satis-
faisant la .condition

ar rapport aux transformations des eoordonns homognes eur-
vilin6aires wa de la forme

(1.7) =(),

off les fonetions (z)son homognes de degr6 un ar raor aux
variables za, la loi de transNrmations des fonetions H pendant les
ransformations de eoordonnes (1.7) 6tan donn6e ar les mmes 6qua-
tions que (1.8).

En regardant les fonetions H eomme 6tan les eomposanes de
la connexion d’un espaee A+ A eonnexion ane A (n+l) dimensions,
M.D. van Dantzig a 6tudi6 les propri6t6s earatgristiques de l’espaee
A+ qui peut rer6senter son espaee P connexion projeeive.

Pour trouver les ropri6t6s earaet6ristiques de A+x, remarquons
d’abord que, si l’on introduit un ehamp de veeteur qui a ses eom-
osantes

(1.8)

a toujours les eomosantes 6gales aux eoordonn6es homoganes elles-

1) L.P. Eisenhart- Non Riemannian geometry. Amer. Math. Soc. Coll. Publ. VIII
(1927), {} 46.

2) K. Yano" Sur le parall61isme et la concourance dans l’espace de Riemann.
Proc. 19 (1943), 189-197.

3) D. van Dantzig: Theorie des projektiven Zusammenhangs n-dimensionaler
Riiume. Math. Ann. 106 (1932) 400-454.

4) D. van Dantzig" Zur allgemeinen projektiven Differentialgeometrie, Iet If,
Proc. Akad. Amsterdam, 35 (1932), 524-534, et 535-542.



No. 9.] Sur les espaces connexion affine. 633

mmes dans tousles systmes de coordonnes lis les uns aux autres
par les transformations de la forme (1.7), puisqu’on s’est limit aux
transformations de coordonnes ,=(x)homognes de degr un par
rapport aux anciennes coordonnes et par consequent

La drive covariante de J tant

(1.9)

on a

S., ):=II,,.x’+ll,+II,lI "Ex" H

done, la condition (1.6) nous donne

" H

S.w ):,
d’ofi on a

+S. ); . 0

ce qui montre aussi que l’espace A+ admet une collination affine
dans la direction de .

Pour tudier la gomtrie projective des paths au point de rue de
M.D. van Dantzig, M.J. Haantjes) a considr un espace P. con-
nexion projective un peu plus special que le precedent. I1 pose, sur les
fonctions H, les trois conditions suivans"

(a) (b) (c) III   =0.
La premiere condition (1.11) (a) montre que l’espace est sans

torsion S H-H=0. Done, la deuxime condition (1.11) (b) nous
donne

:+H -0

ee qui montre que l’espaee A,+, & connexion ane sans torsion admet
une edlination ane dans la direction de a. L’quation (1.9) et la
dernire condition (1.11) (e) nous donnent

ee qui nous montre que le veeteur a est un champ de veeteur eon-
eourant dans A.+. Inversement, si l’espace A,+ connexion ane
sans torsion eontient un champ de veeteur a satisfaisant g ees condi-
tions, il peut representer un espaee des paths P. de M.D. van Dantzig
pourvu qu’on prenne un systme de eoordonn&s dans lequel le veeteur
a a s composans gales aux eoordonnes elles-mmes.

1) J. Haantjes- On the projective geometry of paths. Proc. Edinburgh Math.
Soc. 5 (1937), 103-115,
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2. Dans l’espace projectif de M.O. Veblen, les paths sont dflnis
tar les quations diffrentielles

dx(2.1) -dr--+ II dx dx 0
dt dt

qui, en introduisant un para ntre affine s tel que

x log
2 ds’

peuvent tre crites

(2.2) {t, s} -2H dx dx et +H dx dx =0)
ds ds ds ds

ce qui montre que le paramtre t est de caractre projectif et les
courbes (2.1) de A,/ repr6sentent bien les paths de P.

M. J. H.C. Whitehead) a montr6 que les surfaces deux dimen-
sions g6n6r6es par les rayons qui rencontrent les courbes (2.1) dans A=/I
sont totalement g6od6siques, les rayons 6tant d6finis comme les courbes
dont les tangentes sont toujours dans la direction de . Donc, on
pourrait dire que les paths de P= sont repr6sent6s par les courbes
(2.1) ou par les surfaces deux dimensions totalement g6od6siques ou
plus simplement par les plans de A.+.

Le pr6sent auteuV a montr6 que les paths de P= sont aussi
repr6sent6s par les courts

d(2.3)
dr

H dxE dx dx

dont les plans osculateurs contiennent toujours la direction e=]. En
effet, les surfaces deux dimensions engendr6es par les rayons ren-
contrant ces courbes 6rant aussi totalement g6od6siques, elles peuvent
repr6senter les paths de P.

I1 se pr6sente la m6me chose dans le cas de l’espace projectif de
MM. D. van Dantzig et J. Haantjes.

Ils d6finissent les paths de P, par les 6quations diff6rentielles de
la forme

dx dx dz

_
dx(2.4)

dr

Ces quations montrent que, si l’on les regarde comme tant les
courts dans A+, son plan osculateur contient toujours le vecteur x.
On peut facilement montrer que la surface deux dimensions engendre
par les rayons rencontrant une de ces courts est totalement godsique,

1) K. Yano" Projective parameters in projective and conformal geometries. Proc.
20 (1944), 45-53.

2) J.H.C. Whitehead" The representation of projective spaces, djh cit.
3) K. Yano" Sur les quations des paths darts les espaces projectifs de M.O.

Veblen, apparaltre dans les Proceedings of the Physico-Math. Soc. Japan.
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soit qu’e]le est un plan. En effet, on peut choisir un paramtre et
une fonction [() de t de manire que les 5quations (2.4) prennent la
forme

(2.5) dx + 11(,,x) d[x’ dx 0
dt dt dt

ce qui montre qu’il existe au moins une godsique sur la surface
deux dimensions engendre par les rayons rancontrant une des courbes
intgrales de (2.4). Donc, d’aprs ce qui a t dj diten haut, la
surface est totalement godsique.

3. Darts les deux paragraphes prliminaires, nous avons esquiss
ce qu’on connait sur la representation de l’espace projectif gnralis.
Nous allons maintenant tudier, dans ce paragraphe, un problme
inverse, soit, on se donne un espace connexion affine (n+ 1) dimen-
sions contenant un champ de vecteur, pour que cet espace puisse
representer un espace Projectif des paths, quelles sont les conditions
ncessaires et suffisantes auxquelles doivent satisfaire les composantes
// de la connexion affine et le champ de vecteur ?

Pour qu’un espace A+ connexion affine (n+ l) dimensions
puisse representer, dans le sens expliqu plus haut, un espace projectif
P. des paths, il faut et il suffit que toutes les surfaces deux dimen-
sions S engendres par les rayons rencontrant un mme path de A/
soient totalement godsiques, les rayons tant dfinis comme les courbes
dont les tangentes sont toujours dans la direction dfinie par . Donc,
notre problme s’nonce encore ainsi Quelles sont les conditions nces-
saires et suffisantes auxquelles doivent satisfaire les composantes H
de la connexion affine et les composantes $ du champ de vecteur
pour que routes les surfaces deux dimensions engendres par les
rayons rencontrant tous un mme path de A/ soient totalement
godsiques ?

Pour rsoudre ce problme, nous choisissons un systme de coor-
donnes de manire que le vecteur ait, dans ce systme de coor-
donnes, les composantes de la forme

Les 6quations diff6rentielles des paths de A,+ 6rant

dx dx dx(3.2) -t- H 0
dt dt dt

soit

(3.3) x =if(t)

une solution de ces quations. Alors les quations des rayons tant

(3.4) x= Xo +o
1) K. Yano" Projective parameters on paths in D. van Dantzig’s projective space,

Proc. 20 (1944), 210-215,
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les fiquations de la surface deux dimensions engendrfie par les rayons
rencontrant le path (3.3) sont

(3.5) x =fa(t)+ oSao.
Pour que cette surface soit totalement godfisique, les fonctions

donnfies par (3.5) doivent satisfaire aux fiquations de la forme

off nous avons pos

(3.7) t u (, u

En substituant les valeurs de x donnes par (3.5) dans les 6quations
(3.6), on obtient

(a) f"a+H(f+ o)f
(8.8) (b) H " Foo(f + a3)f Ff’+

(c) o +) f’+Fn3,
la prime repr6sentant la d6riv6e par rapport a t.

En supposant que le paramtre soit infinit6simal et prenant
seulement les termes du premier ordre en , on a, en tenant compte
de (8.2), des 6quations (8.8),

(a) (H.o)ff"=af’+,
(3.9) (b) iof’ =pf’+q

+m.
Ces quations devant tre satisfaites pour n’importe quel point fa

et pour n’importe quelle direction f,a, on trouve de la premiere
quation de (3.9)

(a.0) i.o=ai+a,+,aa,
et, de la deuxime quafion de (3.9),

(a.) 0=vai+qa,

dont la troisime quation de (3.9) est une consequence.
Inversement, supposons que les composantes fl de la connexion

affine de A+ satisfassent aux conditions (3.10)et (3.11). Alors, nous
allons montrer que les surfaces deux dimensions engendres par les
rayons rencontrant les paths sont totalement godsiques, les rayons
ayant les quations

Pour cela, remarquons d’abord que les quations (3.10) nous donnent
encore

1) Les indices a, b, c,. prennent les valeurs 0 et 1.
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donc,

(3.12)

off

(x"+ a3) 0(x+a3)da,

(x+) 0(x+)d.
Cela tant, considrons un path arbitraire

(3.13) x=f(t)

soit, les fonctions f(t) satisfaisant aux quations diffrentielles

(3.14) f’(t)+ H(f)f/ff’=O
Les quations de la surface engendr par les rayons rencontrant le

path (3.13) tant

(3.15) x=f(t)+at
nous avons, en tenant compte de (3.11), de (3.12) et de (3.13),

at +H() ax"at axat--=f"a/H,(f+ad)f’uf

p(ff/ a)f’+qz(f+ a)f’3o

[p(f"+ aa) / qo(f + a)]ao.

Ces quations montrent bien que la surface (3.15) est totalement
godsique, soit, un plan, Donc, nous avons le

Th$orme" Dans l’espace connexion ane, pour que routes les
surfaces deux dimensions engendr$es par les rayons, ddfinis par le
champ de vecteur o et rencontrant un path, soient totalement gdod$siques,
il faut et il sult que les composantes II, de la connexion a/fine satis-
fassent aux conditions (3.10) et (3.11).

4. Les quations (3.10) et (3.11) ne sont pas de la forme ten-
sorielle, nous allons les transformer dans une forme tensorielle.
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Pour cela, calculons d’abord

(//L.
-H,0 (H + )HwH-HoH

D’autre part, H 6tant d6riv6e covariante de a.
HI0

le deuxime terme clans le deuxime membre de l’quation ei-dessus est
la d&rive eovariante du tenseur 4 done, nous en avons

(4.1)

D’aprs la remarque dj faite, on a de (3.11)

(4.2)

Ainsi, avons nous transform6 les 6quations (3.10) et (3.11) dans
une forme tensorielle. Inversement, si l’on a un champ de vecteur
satisfaisant aux conditions tensorielles (4.1) et (4.2) dans un espace
connexion affine g n+l dimensions, il est 6vident qu’on retrouve, en
choisissant un syst}me de coordonn6es dans lequel on a Sa=, les
conditions (3.10) et (3.11). Donc, nous avons le

Thdorme" Pour qu’un espace connexion ane a (n+l)dimen-
sions puisse repr&enter un espace projectif des paths n directions,
il faut et il suffit qu’il emiste un champ de vecteur a dans l’espace

connexion ane tel que les conditions tensorielles (4.1) et (4.2) soient
valables.

5. Nous avons jusqu’ici trait notre problme en utilisant un
systme de coordonn6es dans lequel on a a=a. Nous allons mate-
nant voir ce qui se passe quand on prend un systme de coordonn6es
dans lequel on a

En posant a=xa, on a

En substituant ces 6quations dans (4.1) et (4.2), nous avons
respectivement

(5.1) I w.x+ ,=

et

1) Cette 6quation montre que le champ de vecteur Sa est "torsenbildend" on
"torse-forming." Voir K. Yano" Ober eine geometrische Deutung der projektiven
Transformationen nicht-symmetrischer affiner ]bertragungen. Proc. 20 (1944), 284-287.
K. Yano: On the torse-forming directions in Riemannian spaces,. Proc. 20 (1944)
340-345.
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(5.2) //,x (p 1)+q,x

Ces conditions sont un peu plus gnrales que celles que MM. J. A.
Schouten,) D. van Dantzig et J. Haantjes ont pos pour tudier leur
gomtrie projective gnralise.

1) Voir par example, J.A. Schouten et J. Haantjes" Zur allgemeinen projektiven
Differentialgeometrie. Comp. Math. 3 (1936) 1-51.


