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Résumé

Dans cet article, nous construisons le morphisme exponentiel
eP : A — A associé a une dérivation localement nilpotente D sur un mo-
noide A dans une catégorie monoidale symétrique. De plus, nous montrons
que le noyau de D coincide avec le sous-objet de A fixé par . Enfin, nous
étudions comment on peut prolonger une dérivation localement nilpotente
sur A a sa localisation Ag, ot S C Homy_po4(A, A) est un sous-ensemble
stable par multiplication.

Abstract

In this paper, we construct the exponential morphism e¢? : A — A
associated to a locally nilpotent derivation D on a monoid A in a symmetric
monoidal category. Further, we show that the kernel of D is identical to the
subobject of A invariant under eb. Finally, we study how to extend a locally
nilpotent derivation on A to its localization Ag, where S C Homy_p104(A, A)
is a multiplicatively closed subset.

1 Introduction

Soit (C, ®, 1) une catégorie abélienne et monoidale symétrique vérifiant certaines
hypotheses. Alors, on veut étudier les monoides dans la catégorie (C, ®,1). Par
exemple, dans [15], Vitale a développé une théorie de Morita pour les monoides
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dans (C,®,1). Quand la catégorie abélienne est également une catégorie mod-
ele, la théorie de monoides dans C a été étudiée par Hovey [12]. Dans, [2], nous
avons étudié 1’algébre de Lie qui est constituée des dérivations sur un monoide
dans (C,®,1). En outre, nombreux auteurs ont étudié la géométrie algébrique
sur une catégorie monoidale symétrique (voir, par exemple, [7], [11], [14]) en util-
isant les monoides dans (C, ®,1). Dong, il est naturel de se demander s’il existe
un analogue de la géométrie algébrique affine pour les categories monoidales
symétriques. Pour développer la géométrie algébrique affine, il faut développer
la théorie des dérivations localement nilpotentes (voir, par exemple, [10]) pour
les monoides dans une catégorie monoidale symétrique. Cet article est une pre-
miere étape dans cette direction. Pour savoir plus sur les dérivations localement
nilpotentes, voir, par exemple, [4], [5], [6], [9].

Soit (C, ®,1) une catégorie monoidale symétrique. Supposons que C est abéli-
enne et C satisfait quelques conditions détaillées dans Section 2. Etant donné
un monoide A dans C, nous commengons par définir les dérivations localement
nilpotentes D : A — A sur A (voir Définition 2.1). Ensuite, nous constru-
isons le morphisme exponentiel e? : A — A associé a une derivation locale-
ment nilpotente D. De plus, nous montrons que e est un automorphisme des
monoides et le sous-groupe des automorphismes de A engendré par les mor-
phismes exponentiels est normal. Enfin, nous montrons que les sous-objet invari-
ant AP := Ker(eP — 1) de D coincide avec le noyau Ker(D) de D.

Dans la deuxieme partie de cet article, nous supposons que 1 € C est un objet de
type fini dans la catégorie C. Par exemple, soit X un espace topologique compact
et soit B une base de X telle que chaque ouvert U € B est compact. Alors, si A
est un faisceau d’anneaux commutatifs sur X, A est un objet de type fini dans
la catégorie A — Mod des A-modules. Nous considérons un monoide commu-
tatif A dans C et S C Hom_pp04(A, A) un sous-ensemble stable par multiplica-
tion (composition). Nous montrons qu’'une dérivation D : A — A induit une
dérivation £(D) sur 'anneau commutatif £(A) := Homs_p04(A, A). Puis, nous
considérons le monoide localisé Ag au sens de [1, § 3]. Alors, pour une dérivation
localement nilpotente D : A — A, nous étudions comme on peut prolonger D a
une dérivation localement nilpotente Dg sur le monoide localisé As. Quand A est
un monoide integre (voir Definition 3.3) et le prolongement Dg : Ag — Ag de
D est une dérivation localement nilpotente, nous montrons que S C Ker(E(D)).
Inversement, si S C £(A) est un sous-ensemble stable par multiplication contenu
dans le noyau Ker(€(D)), nous montrons que Dg est une dérivation localement
nilpotente sur As.

2 Dérivations localement nilpotentes

Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit (C, ®,1) une catégorie monoidale
symétrique, abélienne et k-linéaire. De plus, supposons que les limites inductives
dans C commutent avec ® et les limites inductives filtrantes dans C commu-
tent aux limites projectives finies. Pour chaque monoide A dans C, notons par
my: A®A — A la multiplication sur A et notons parey : 1 — A le mor-
phisme unitaire sur A. Dans la suite, tous les monoides sont commutatifs.
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Définition 2.1. (voir [3]) Soit A un monoide dans (C,®,1). Un morphisme
D : A — A est appelé une dérivation sur A si:

Domyg=muo(D®14+1RD):ARA — A (2.1)
Soit A un monoideet D : A — A une dérivation sur A. Puisque C est abélienne,

il existe un noyau Ker(D) de D. Considérons la suite croissante des sous-objets
de A:

Ker(D) C Ker(D?) C Ker(D?) C ... (2.2)
La dérivation D est appelée localement nilpotente si:
lim Ker(D') = A (2.3)
—

i>1

ol lz_nz Ker(D') est la limite directe des objets Ker(D'), i > 1. On va noter par
i>1

DLN(A) l'ensemble des dérivations localement nilpotentes sur A. On peut définir

maintenant le morphisme exponentiel e” : A — A correspondant a une dériva-

tion localement nilpotente.

Proposition 2.2. Soit A un monoide et D : A — A une dérivation localement nilpo-
tente sur A. Alors, il existe un morphisme exponentiel eP : A — A. De plus, eP est
un morphisme des monoides dans (C, ®,1).

Proof. Considérons les morphismes

1D]

Z

i : Ker(D') — A, i>1 (2.4)
j=0

qui induisent le morphisme exponentiel

© DJ
el = Z D :lim Ker(D') = A — A (2.5)
j=0 A=

Puisque D est une dérivation, on peut vérifier que

Dk k Di Dk—i
= - > .
k'omA Ao<§) i!®(k—i)!>’ Vk >0 (2.6)
Pour i, j fixés, on a
b b i1 pm j—1 D" ) )
mao (e’ ®e’) =myo OW@) ZE)F : Ker(D') @ Ker(D') — A (2.7)
m= n=

En appliquant (2.6), on peut écrire le morphisme 4 o (P ® eP) : Ker(D') ®
Ker(D7) — A comme:

i—1 DM D" © pm ©  Dn 00 Dk
on< W®Zn.>_mAO<Z— Z ) Z—omA—e ompy

m=0 : n=0 n=0
(2.8)
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Ainsi, pour i, j fixés, on a
mao(eP? @eP) =eP omy : Ker(D') @ Ker(D) — A (2.9)
Dong, on a

mao (P @eP)=ePomy : lzl)qur(Di)®Ker(Dj) =ARA—A (210)

i,j=1 n

Proposition 2.3. Soit A un monoide et D : A — A une dérivation localement
nilpotente sur A. Notons par Aut(A) le groupe des automorphismes de monoide A.
Alors, eP € Aut(A). De plus, le sous-groupe de Aut(A) engendré par les éléments
{eP|D € DLN(A)} est normal.

Proof. Puisque —D est une dérivation localement nilpotente, on peut définir e P
A — A. Pour tous les entiers positifs , j, le sous-objet Ker(D") est invariant par
DJ. Ainsi, chaque sous-objet Ker(D'), i > 1, est invariant par eP ete=P. Pouri

fixé, considérons les restrictions de eP et e=P a Ker(D'). Alors, on a

(eDoe—D)|Ker(Df):<<n§oDm> (2 ))yKer(Di):1 2.11)

D DD _

En passant a la limite directe, on a e” o e P =1sur A. Deméme,onae Poe
1 sur A. Dongc, eP : A — A est un automorphisme. Si a € Aut(A), aDa~! est
également une dérivation localement nilpotente. Considérons les morphismes

i~1 pJ

i—1 (aD _ 1y at N Lot
Z]-:}) (o ;‘, (Z} %)1]3]) a~1: Ker((aDa— 1)) 5= Ker(D') —/—5 A5 A
(2.12)
En passant a la limite inductive, on a %P o' = pePa1. Ainsi, le sous-groupe de

Aut(A) engendré par les éléments {e|D € DLN(A)} est normal. ]

Désormais, on pose AP = Ker(eP — 1). Autrement dit, AP est le sous-objet des
invariants de eP. Le résultat suivant va permettre de décrire 1'objet AP.

Proposition 2.4. Soit A un monoide et D : A — A une dérivation localement nilpo-
tente sur A. Alors, AP = Ker(D).

Proof. Fixons un entier i > 0 et notons par D; la restriction de D a Ker(D'). On a

Ker((eP —1)|Ker(D")) = Ker (li D—;n> (2.13)

|
=1 m.

En vertu de la définition du noyau d'un morphisme, pour tous les objets B
dans C:

i—1 m 1 m
Hom (B,Ker(Z %)) — {h € Hom(B,A)|D'h =0 & ZD U =0}
" (2.14)
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Sih € Hom(B, A) tel que D'h = 0ety! L. 22h — 0, ona

m=1"m!l —
) ) i—1 m i—1 m+i—2 i—2 m i—1 m
Dl—lh:Dl_2<ZD'h>:ZD 'h:():}ZD'h:ZD'h:
= m! = m! = m! = m!
' ’ (2.15)
Par induction, Dh = 0. Inversement, si Dh = 0, ona D'h = 0 et Z;ﬂ_:ll DTm!h =0.

Alors,

Hom <B,Ker <l§ %)) = {h € Hom(B, A)|Dh = 0} = Hom(B, Ker(D;))

m=1
(2.16)
En utilisant le lemme de Yoneda et (2.13), on a Ker((eP — 1)|Ker(D')) = Ker(D;).
En vertu de la définition d"un noyau dans une catégorie abélienne, on peut écrire

Ker((eP — 1)|Ker(D')) = lim(0 —s Ker(D') = Ker(D'))

Ker | (2.17)
Ker(D;) = lim(0 — Ker(D") «— Ker(D"))

Rappelons que les limites inductives filtrantes commutent avec les limites pro-
jectives finies. Puisque A est la limite inductive filtrante des Ker(D'), i > 0, on
a

Ker(e? —1) = lim Ker((eP — 1)|Ker(D")) = lim Ker(D;) = Ker(D) (2.18)

— —
|

3 Localisation et dérivations localement nilpotentes

Soit (C, ®, 1) une catégorie monoidale symétrique comme dans Section 2 et soit A
un monoide commutatif dans (C,®,1). Alors, il s’ensuit que £(A) =
Homa_p04(A, A) est un anneau commutatif (voir Eckmann-Hilton [8]). Si
S C &£(A) est un sous-ensemble stable par multiplication, nous considérons le
monoide localisé Ag comme dans [1, § 3]. Nous étudions maintenant comme on
peut prolonger une dérivation D € DLN(A) a une dérivation localement nilpo-
tente Dg sur le monoide localisé Ag.

Dans cette section, nous supposons que 1 est un objet de type fini dans la caté-
gorie C. Autrement dit, le foncteur Homc (1, __) commute aux colimites filtrantes
des monomorphismes. Par exemple, supposons que X est un espace topologique
compact et B est une base de X telle que chaque ouvert U € B est compact.
Alors, si A est un faisceau d’anneaux commutatifs sur X, A est un objet de type
fini dans la catégorie monoidale symétrique des .A-modules (voir [13, Corollary
3.4]) De plus, nous supposons que les colimites filtrantes dans C commutent aux
limites finies.

Etant donnée une dérivation D : A — A au sens de Définition 2.1, nous com-
mengons en montrant qu’on dispose d"une dérivation £(D) sur £(A) correspon-
dant & D. Puisque Homc(1,A) = Homy_p04(A,A) = E(A), pour chaque
s € £(A), onaun élément de Homc(1, A) qui seranoté pars’ : 1 — A. En com-
posantavec D : A — A, on obtient D os’ € Homc(1,A) = Homy_p04(A, A).



156 A. Banerjee

Alors, D induit un morphisme £(D) : Homp_p104(A, A) — Homa_pp04(A, A).
Notre premier résultat est le suivant:

Proposition 3.1. Soit A un monoide commutatif dans (C,®,1) et soit D : A —»
A une dérivation. Alors, £E(D) : E(A) — E(A) est une dérivation sur 'anneau
E(A). De plus, si D est une dérivation localement nilpotente, (D) est une dérivation
localement nilpotente sur E(A).

Proof. Prenons s, t € £(A) et considérons s’,t' : 1 — A correspondant respec-
tivement a s, t comme ci-dessus. Alors, on a un diagramme commutatif:

1901 8% Aga My, A P4
1l 1l 1l (3.1)
s'@t! D®1+1®D

191 225 ApA 220970 AgA My A

Le morphisme du haut du diagramme (3.1) correspond a £(D)(st) € £(A) et le
morphisme du bas correspond a (£(D)(s)) ot +so (E(D)(t)) € E(A). Il résulte
que £(D) est une dérivation sur £(A).

Supposons maintenant que D est une dérivation localement nilpotente. Alors,
nous voyons qu’on a:

HomA—MOd(A/A) = Homc(l,A) =
Homc(l,cqiilm Ker(D")) 2 colim Homc(1,Ker(D')) (3.2)
i>

i>1
(rappelons que 1 € C est un objet de type fini). Alors, pour chaque s € £(A),
il existe un entier iy > 1 tel que Im(s' : 1 — A) est un sous-objet de Ker(D™).
Alors, D o5’ = 0 et donc (£(D))"(s) = 0. Il résulte que £(D) est une dérivation
localement nilpotente sur £(A). ]

Nous rappelons maintenant la localisation d’'un monoide commutatif étudiée
dans [1, § 3]. Sis € £(A) est un élément, on pose:

As = colim(A =5 A =5 ..)) (3.3)

Plus généralement, soit S C £(A) un sous-ensemble stable par multiplication tel
que 1 € S. Alors, on obtient un morphisme A; — As pour chaquess, t € E(A).
On pose:
Ag = colim As (3.4)
seS

Pour savoir plus sur la localisation des monoides, voir [1]. En particulier, chaque

s € S C £(A) induit un isomorphisme s : A; — As. Nous montrons qu’on peut
prolonger une dérivation D sur A a une dérivation Dg sur Ag.

Proposition 3.2. Soit A un monoide commutatif dans (C, ®,1) et soit S C E(A) un
sous-ensemble stable par multiplication. Soit D une dérivation sur A. Alors, on peut
prolonger D a une dérivation Dg sur la localisation Ag.
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Proof. Pour s € £(A), nous considérons le diagramme commutatif suivant:

A AR] 225 AgA M4y A —P,oa

TR e

A A1 225 Aga DEHED g4 M, 4
Il suit du diagramme (3.5) qu’on a:
Dos=soD+&(D)(s) (3.6)

Puisque s induit un isomorphisme s : A; = As, I'égalité dans (3.6) nous donne
un carré commutatif:

% A

| P51z (3.7)
Ag

0]

A

3

et plus généralement, un diagramme commutatif:

A s A S A 2 A Sy .
DJ D—LDS)(S)lD—Z lD 3¢0) J (3.8)
AS % AS : AS i > AS : )

En général, étant donné un systeme filtrant { M; },c; des A-modules, nous consid-
érons sa colimite M dans la catégorie C. Alors, il est clair que M est muni d'une
structure d’un A-module et donc M est aussi la colimite du systeme {M; };c; dans

A — Mod. En particulier, notons que la colimite du systeme (A —— A — ...)
dans la catégorie A — Mod coincide avec sa colimite dans C. Alors, en prenant la
colimite filtrante dans (3.8), on a un prolongement D, : A; — As de D. De plus,
S étant stable par multiplication, on a un prolongement Dg : Ag = colzsm As —

colzsm As; = Ag de D. On peut vérifier aisément que Ds est une dérivation sur
S

As. u

Définition 3.3. Soit A un monoide commutatif dans (C, ®,1). Nous disons que A est
integre si tous les éléments non nuls de E(A) = Homy_p104(A, A) sont des monomor-
phismes. En particulier, si A est intégre, £(A) est un anneau integre.

Lemme 3.4. Soit R une k-algeébre, ot k est un corps de caractéristique nulle. Supposons
que R est un anneau intégre et soit d : R — R une dérivation localement nilpotente et
k-linéaire. Alors, si u € R est un élément inversible dans R, on a d(u) = 0.
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Proof. Puisque u est inversible, nous prenons v € R tel que uv = 1. On sait que
d(1) = 0 et donc dV(1) = 0 pour chaque N > 1. Soit m > 0 (resp. n > 0) le plus
grand entier tel que d” (1) # 0 (resp. d"(v) # 0). Alors,ona:

m+n di(u) dm+”_i(v) B (m + n)'

mﬁqnz(m+m!ggi!(m+n—ﬂ!_ i 4 ) d"(0) - (39)

Puisque R est un anneau integre, il suit du (3.9) que d"*"(1) # Oetdoncm +n =
0. Il suit que m = 0. Ceci montre le résultat. n

Proposition 3.5. Soit A un monoide intégre dans (C, ®,1) et soit S C E(A) un sous-
ensemble stable par multiplication. Soit D : A — A une dérivation localement nilpo-
tente sur A et Dg : As — Ag son prolongement a Ag. Alors, si Dg est une dériva-
tion localement nilpotente sur Asg, il suit que pour chaque s € S, on a £(D)(s) = 0.
Autrement dit,ona S C Ker(E(D)).

Proof. On sait que A est un monoide integre. Alors, chaque s € £(A) est un
monomorphisme s : A — A. Nous considérons le diagramme commutatif
suivant:

1 1 1
A s A s A

| g (3.10)

A—"5 A5 A

Puisque les colimites filtrantes commutent aux limites finies, en passant a la col-
imite filtrante dans (3.10), on obtient un monomorphisme A — A;. De plus, le
sous-ensemble S étant stable par multiplication, la colimite filtrante des monomor-
phismes A — As, s € S nous donne un monomorphisme js : A — Ag =

colign As dans A — Mod. 11 suit que:
s€

Hom p_poa(A,_)

E(js) : E(A) = Homp_ppoa(A, A) » Homa_pod(A, As)

=~ Homag—pod(As, As)= E(As)
est un monomorphisme d’anneaux.

Il résulte de Proposition 3.1 que £(Dg) est une dérivation localement nilpotente
sur £(Ag). De plus, C étant une catégorie k-linéaire, £(Ag) est une k-algebre.
Alors, chaque s € S C £(A) étant un élément inversible de £(As), il suit du
Lemme 3.4 que £(Dg)(s) = 0. De plus, il est clair qu'on a un diagramme com-
mutatif:

ga) £ ga)
Gs) | | £6s (3.11)
E(As) £0s), E(As)
Alors, on a
0=¢E(Ds)(s) = (£(Ds) 0 E(js))(s) = (E(js) o E(D))(s) (3.12)

Dans (3.11), on sait que £(js) : E(A) — E(Ag) est un monomorphisme et donc
il suit de (3.12) que £(D)(s) = 0. Ceci montre le résultat. ]
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Inversement, soit D : A — A est une dérivation localement nilpotente et soit
S C &(A) un sous-ensemble stable par multiplication tel que S C Ker(E(D)).
Nous montrons que son prolongement Dg : Ag — Ag est une dérivation locale-
ment nilpotente.

Proposition 3.6. Soit A un monoide commutatif et soit D : A — A une dérivation
localement nilpotente. Considérons un sous-ensemble S C Ker(E(D)) qui est stable par
multiplication. Alors, Dg est une dérivation localement nilpotente sur Ag.

Proof. En posant £(D)(s) = 0 dans (3.8) pour chaque s € S, on a un diagramme
commutatif:

A2 A 25 A 25 A = .
DJ Dl Dl DJ (3.13)
AS%AS ;>AS ;\AS ;>

Plus généralement, on a un diagramme commutatif:

A s A s A 2 p B

~

D! J Dll D! D! (3.14)
A5%AS :)AS i\AS :)
pour chaque i > 0. Il suit du (3.14) que
Ker(D.) = colim(Ker(D') — Ker(D') — Ker(D') == ...) (3.15)
Puisque D est une dérivation localement nilpotente sur A, on a donc:
coiilm Ker(D?)
== colim(colim Ker(D') — colim Ker(D') — colim Ker(D') — ...)
i>1 i>1 i>1
=colim(A =5 A5 A ...) = A,
Enfin, on a:
lim Ker(D§) = colim colim Ker(D}) = colim As = A 3.16
colim er(Dg) colim colim er(Dy) colim As 3 (3.16)
d’ou1 ce résultat. n
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