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Abstract

In this paper we give a numerical method for the study of the decay of
the energy of a network of strings. This method is based on a theoretical and
numerical construction of some operator say of type T by the D’Alembert
formula. Moreover we give some illustrations of this method.

Résumé

Dans cet article on présente une méthode numérique pour étudier la dé-
croissance de 1'énergie d'un réseau des cordes. Une telle méthode est basée
sur la construction, théorique et numérique des opérateurs de type T, par la
formule de D’Alembert. On donnera a la fin quelques exemples d’applica-
tions.

1 Introduction

L’étude de la décroissance de l'énergie globale de la solution de I’équation des
ondes sur un arbre soumise a une condition de dissipation a fait 1’objet de plu-
sieurs travaux dont on peut citer [1]-[8] et [10].

Dans ce travail on s’intéresse a 1'étude numérique de la fonction énergie d'un
arbre générique AG formé de trois cordes de longueurs Iy, I; et [3.
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Extrémités - —

Chaque corde /; est soumise a des vibrations transversales u;.
Ce mouvement vibratoire est décrit par le systeme d’équations des ondes :

B%u]'(x, t) — c?‘ aiuj(x, t) =0, Vx€l0,lj[ etVt>0; je{1,23}.
Au noeud (interne) on considére les conditions de continuité u(ly,t) = u;(0,t),

3
j € {2,3} etd’équilibre des forces (loi de Kirchoff), ¢ dxu1 (I3, 1) = ) | C]Z dxui(0,1).
j=2
On suppose que les extrémités (externes) de I, et I3 sont fixées, ce qui se traduit
par les conditions de Dirichlet homogenes, u;(l;,t) = 0, € {2,3}. Quand a l'ori-
gine de /1 nous mettons une condition de dissipation (voir [6]) du type :

c%axul(o,t) =admu(0,t) ,Vt>0,

« étant un nombre réel positif donné.
Enfin les données initiales sont :

u]-(x,O) = aj(x) et atu]-(x,O) = b](X), Vxe [0, l]], ] € {1,2,3}

Notre étude numérique repose en fait sur les opérateurs dits de type T introduits
dans [1]. Ces opérateurs permettent d’exprimer théoriquement et numériquement
I’énergie totale du systeme (notée E,) en fonction de ces données sans passer par
les méthodes classiques de discrétisations.

Pour alléger la présentation de cet article, nous avons choisi de réduire I’étude sur
un arbre générique. Le cas général ne présente aucune difficulté majeure (voir for-
mule de récurrence dans [1]).

Le plan de cet article est comme suit. Dans la premiere section, nous rappelons
la notion des opérateurs de type T et leurs actions sur les espaces L7 (0, T). Nous
montrerons aussi quelques propriétés des perturbations qui justifieront les ap-
proximations dans les programmations sur MATLAB.

Les opérateurs notés Eé/l’c) etS (j/ts,l,c) serons définis dans ce premier paragraphe
ainsi que leurs propriétés.

La deuxiéme section sera consacrée aux applications : nous exprimerons les va-
leurs 0;u(0, t) et oxu(l, t) dans le cas d'une tige avec des conditions mixtes (de dis-
sipation en 0 et de Dirichlet non homogene en /) et les valeurs 0,u(0, t) et dyu(l, t)
dans le cas d"une tige avec les conditions de Dirichlet non homogenes. Ces deux
configurations permettront d’exprimer l'énergie de la solution du systeme de
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’arbre générique en fonction de ces données initiales, ce qui fera 1’objet du Théo-
réme 1.
La construction numérique des opérateurs de type T (en particulier 'inverse et la
composée) demandera la vérification de ce qu'on appellera une propriété de satu-
ration. Cette propriété permettra dans la troisiéme section de décrire I'opérateur
tronqué

PT = (m = m()rsje v = (Y(Dhsjer1 )
par une forme matricielle

i) = { YRGS R,

et de montrer le Théoreme 3.

Dans la derniére section nous donnerons deux illustrations numériques telles que
le cas d"une tige soumise a une condition de dissipation a une extrémité et a une
source k(t) a l’autre et le cas de I'arbre générique avec les données initiales

a1 =0, ax(x) = sin® (gx) ,a3=0, et by =0, k=1,2,3.

2 Opérateurs de type T
Dans cette section, nous allons rappeler les opérateurs de type T et montrer
quelques propriétés.

Définition 1. Soient m = (m(j));>1 une suite réelle strictement croissante vérifiant
m(1) = Oet lim m(j) = +ooet vy = (y(j))j>1 une suite de nombres réels (ou
J—+o0 -

complexes).
1. On définit 'opérateur T par

9

P f ) =Y v f(t =m(j)), p.p-t€lm(q),mq+1)],
j=1
VfeLP(0,+c0), pe[l,+oo|, etVg>1
et on dit que P est un opérateur de type 'U. On notera souvent | = (m, ).

Le nombre (1) s’appelle le coefficient de P, et sera noter coeff> .

2. Soit 7(7
m,y)

(0, T), I'opérateur noté 7(3mT7> caractérisé par les suites

un opérateur de type T et T > 0, on appelle troncature de P = sur

)

m(l)=0<m2)<---<m(L)<T
a(l), -+ ,a(L—1) sim(L) =T ou a(1),--- ,a(L) sim(L) < T.
Quitte a changer l'indexation, on peut supposer que 7(3mT7) est défini par

m(l)=0<m2)<---<m(L)=T et a(1),---,a(L—1).

On adoptera aussi la notation PT = (m = (m(j) 1<j<r, v = (’Y(j))lgng—l)-
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Proposition 1. (voir [1])

1. L’ensemble des opérateurs de type T est stable par addition, par composition et par
multiplication par un scalaire.

2. Un opérateur P de type T est inversible si et seulement si coeffP # 0 et dans ce
cas P~ 1 est de type T.

3. 5i PT = (m = (m(j))cicp v = ('Y(j))lgng—1> un opérateur de type T et
fEeLPO,T)(1<p< +oo),alors PTf e LP(0,T) et
1P llsory < E=DYP A £ lloom)

oir p’ est le conjugué de p.

j))lg;‘gu ("‘(]'))13971) un opérateur de type T,
0<e<eg = min (m(j+1)—m(j)), jo € {2,---,L— 1}, mg; lasuite définie par

1<j<L—1

ms,jo : { ms'jo(]):

et P = (ms’jor (“(]'))1s;'§L—1)-
1. Si f € LP(0, T), alors

Proposition 2. Soit PT = (m = (m(

=m(j) st j#jo
m(jo) +¢€ si j=jo

lﬂ%” s]o fHLp_

2. Pour tout f € C*([0,T]) (u €]0,1]), ona

H(PT S]o fHLP < |a(jo)| (e + TEW

Preuve. On a

R; o f(t) = (P =P )f(t)

0 , p-p- t €]0,m(jo)]
a(jo)f (t —m(jo)) , p-p-t €m(jo), mej, (jo)l
a(jo) (f(t —m(jo)) — f(t = mgjo(jo))) , p-p- mejy(jo) <t <m(L).

1. Si f € LP(0,T), alors

e, jo (jo) )
IR o = ol ([ 17t = mGiopyrar +

m(jo)

[ !f(t—m(]'o))—f(t—me,jo(jo))}pdt>

e, i (jo)

< laol ([ 1rpars [ 1o - ol ar)

= o)l ([ OFat+eef e )
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2. Si f € C*([0,T]), alors
€ T
IR o < laGo)l? ( /0 F()[Pdt + /0 flt+e) - f<t>|*’dt)
< laGo)l” ([I£I% e+ T[f)] )
< Jalo)l? e+ Ter) 1]

Avant de donner des exemples d’applications, nous allons introduire d’autres
opérateurs notés L= et ST et donner quelques propriétés.

Définition 2. Soient I, c deux réels strictement positifs et B € IR. On définit les opérateurs

: B Big(ct —2ql) si 2l <t < (29+1)L .
108 = { Lpie((2g12) —ct) si (2q+1)l<t<@qt2)t TEN
et
+p9g((2g + 1)l —ct) i 2L <t < (29+1)L
S o(t) = , c c ; gEN
(ﬁrl'@g( ) { BTHlg(ct — (2q+ 1)) si (2q+1)L <t< (29+2)! 1€

ou encore si on note par

k1(l,c,t) = %arcscos (COS (? t)) et xo(l,c,t) = 2?1 ’arcsin (COS (% t)) ’
alors
N

£ g0 =gt n)

L,,.8t)= (_1)[%] [C—f]g(Kl (Le ) = (=1L, (@)
4l
]

[
e

+

S(ﬁ,lﬁ)g(t) =B g(xa(l,c, t))

B (4] 1—(—1)[7]+ ct E

S8 =—(=1"p 17

.—.
[Sii=}

Hatatte ) = ~(-1)
Proposition 3. Soit B € R, u et v € L?(0,1), alors

1. Avec la convention 0° = 1, on a pour tout g € IN,

2q+2)5 | _ 2 2p% ) )
/261% ﬁ(ﬁ,l,d(u)(t) + L‘(ﬁ,lrc)(v)(t)’ dt = c (HMHLZ(O,I) + ||U||L2(O,l)> ’
2. Sip? € (0,1}, alors
+ 2 2
lim |[£ u = ———|lu|? .
T—+c0 (Be) LZ(O,T) C(l - IBZ) H ||L2(Or1)
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3. Si g =1, alors
+
(S T o || I,
(Bl 12(0,T)
Preuve.
(29+2)L, | B 5
1. _
A% Emmuuytﬁmufﬁw at
Q/ l u(ct—qu)iv(ct—2ql)‘ dt-+
29
(29+2)L )
zq/ ((2q+2)l—cf)$v((2q+2)l—ct)’ dt
(29+1)1

2.et3. PourgeN,etf €R,ona

(29+1)¢ | 4 2 (29+2)%
/ L u(t)‘ dt = / L
2! (BLe) (2g+1)1

1

+
(B.Lc)

2
u(t)‘ dt =

c

(2q+1)L | 1,
— —R2q 2
oo (S e =26l
et ]
(26]+2)E 4 1
LS| e = ful,
(29+1)¢ ' ¢
- cT
On désigne par N(T) := [T}

Dans le cas oi1 2 € [0,1[ si N(T) est pair, alors
21—

N(T)
21-f 1 (2
c
etsi N(T) est impair, alors

c 1-p?
i ) +[3N(T)—1 HuHZ < Hﬁi U
c 20 — (B/L.e)

Dans le cas oi1 82 = 1,0n a

L e, <

1— N
1—p2

IN

2 * 2
u < HL‘ u
| | | | 12(0) — (B1,c) 12(0,1)

1— N1
1— B2

2
<
LZ(O,T)

IBNT

c 1-p

cT 2
(1 T H) Jul?,,,

<L
c

2
L2(0,T)

B Jul?

M. Jellouli

2(0,0)"

N(T) 2
+p ) i, ,,

],

s
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3 Applications

Dans cette section nous allons appliquer ces opérateurs a I’équation des ondes 1D
pour des différentes données aux extrémités.

Les démonstrations des Propositions 4 et 5 suivantes sont analogues a celle du
Théoreme 2.2 dans [1].

Proposition 4. Soient k € H} (0,+0), a € H*(0,1), b € H'(0,1),« > 0etc >0
tels que c?a’(0) = ab(0) et k(0) = a(l). On considere le probleme

0?u(x, t) — c? d2u(x,t) =0 , Vxe€|0l[etVt>0
(P1) : { c®0,u(0,t) = a 0;u(0,t) et u(l,t) =k(t) Vt>0
u(x,0) =a(x) et omu(x,0) = b(x) , Vxel0,l]
alors
_ 2C / C2 + / —
w0 = 5B, K a+c<zmm (*+z‘wwﬁ(0
et
Sl ) = P K +S A +S b
AEE) = c (w? ,’yz) (ﬁrl/c)a c (Ble)
(Le)y'B
L, a—c
oip = a+c

2 2

. ) / ) )
M - m(z,c)(]) =2(j - 1)? ;j=1et vg: { R

Remarque 1. Si k = 0, alors

c? 1 .-
9ru(0,1) = <£(+ﬁ,z,c)a/(t) + _ﬁ(ﬁ,z,db(t))

&—+c

et par suite

4c E.(0)

T:zga Otzdt— 2c 20112 blI2 _
/0 ‘ i )‘ - (C la ||Lz(0,1)+ I ||L2(0,l)> N (tx—I—C)Z !

(@ +c)?
ol E,(t) est 'énergie totale de la solution a l'instant ¢ définie par
1 /! 2 ”
0 ﬁ_ié O&uij +e
t 2
:Eﬂm—aé}&waﬂ‘

axu(x,ﬂ’z) dx

ds.
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Six =g,

E, (T _ 2%) — E.(0) —C/OT a0, t))zdt _

Sia = 0, on retrouve 1'inégalité optimale d’observabilité pour une corde

_nl
/T_2C
0

Proposition 5. Soient k,g € H} (0,+00), a € H'(0,1) avec a(0) = k(0) et a(l) =
¢(0), b € L2(0,1), ¢ > 0, on considere le probleme

2 2 2 /2 2 4
0,1)] at == (212, , +IIbI%,, ) = —Eu(0).

{ 2u(x,t) — c® Zu(x,t) =0 , Vxe€lo,l[etVt>0
(P) : ( t) = k(t) et u(l t) =g(t) , Vit>0
u(x,0) =a(x) et du(x,0) =b(x) , Vxelo,]]
alors
9,u(0,t) = Ly k’(t)+379 g +L a’(tf)+l (t)
¢ ("’%l ) "3) ¢ (”’21 ) 74) e ¢
et
gl = 2P KB+ =P, g+, a8, (D)
B R 7 L
ou

Reprenons maintenant I'arbre générique AG dont les équations sont données
par le systéme suivant :

( Ofuj(x,t) — c; Ru;(x, 1) =0 , Vx€lo[,Vt>0,je{1,23}
20,11 (0,1) = a dpu1 (0, t) , Vit>0
u]'(l]',i') =0 , thO,jE {2,3}
(Pg) : ur(ly, t) = uj((), t) , Vt>0,j€ {23}
C% dxup (1, 1) Zc axu] (0,1) , Vt>0
j=
uj(x,0) = aj(x) et atu](x,O) =bi(x) , Vxel0l],je{1,2,3}.

On rappelle que les méthodes standards de semi-groupe (voir [9]) permettent de
montrer que le systtme (Py) admet une unique solution dans 'espace d’énergie
en question. Plus précisément, si

3
a= ( )1<]<3 cV= {(90]')13153 < HHl(O, Z]') ;QOZ(ZZ) = 903(13) =0et
j=1

p1(l1) = ¢2(0) = 903(0)}
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et
3

b= (b)), € X =[]L*0,1)

j=1

alors pour chaque T > 0, le systeme (Py) admet une unique solution
u = (uj),.,., €C(0,T;V)NCH(0, T; X)

vérifiant
||u1( )||H10T CH(a’b)HVXX
o1 C est une constante qui ne dépend que de T.

Par ailleurs la décroissance forte de 1'énergie est completement liée a la dégéné-
rescence de l'arbre : tlim E,(t) = 0 si et seulement si .AG est non dégénéré (voir
—r+00

par exemple [1], [3] et [4]).

Théoreme 1. Sous les hypotheses précédentes et en posant f = foa (e [-1,1]), on

®+Cq

a
2
_ a + / 1 .-

diiin (OI t) N QP(t) + &+ Cq (E(ﬁ,h,q)al + aﬁ(ﬁ,l1,61)b1) (t)

ol
(i ) _1
0=7, . o[L7P
(ml/,yl) = (nk/ak)
1 ml(l) = I . ’}’12(1) =0
m e : 1,. c 0.
m() =@ -3 uiz2 © T ) = B2

(X+C1

n o:n(j)= (]—1)l ;j>1et ke{1,2,3}

1 0(1(1):(:1 k. ()
' '{a1<j>=2c1ﬁf—1;j22 -t { "<]>=z ]_2 et k€ {23}

3
2ot / - 2 At
c a; — ¢ b c a c b ) .
18(!3,11,61) 1 18(/3,11,c1) 1T kz2 ( kﬁ( € k + k£ (Llkck) k

Preuve. D’apres la Proposition 4, on a

c2 1
dpthy (0’ t) - 7? 1 1)k/(t) + ' (ﬁ;,h,cl)a& (t) + _ﬁ(ﬁ,ll,cl)bl(t))

m,y o+ 1

ot k(t) = uy(l1,t) = uj(0,t) (pour j = 2,3).
Pour éliminer la fonction &/, il suffit d’écrire la condition d’équilibre des forces

3
20yuq (I, t) = chzaxuj(O,t) ,NVtE>0
=2
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et utiliser la Proposition 5 pour obtenir I'équation

/ 2 ot p B
72n1’“1)k (t) +ClS(ﬂ’ll'C1)a1 (t) t ClS(/S,qu)bl(t) -
3 , 3 o At / )
_ g?nk/“k>k (t) + ];2 (Ckﬁ(l,lk,ck)ak(t) —|— Ckﬁ(l/lk,ck)bk(t)>

ou encore
3 -1 - ) S )

K = —c at —¢ b (c a, +c b ) i
Z 7?,1",“") 18(/5/11/C1) 1 18(@’1/61) 1T kZZ kﬁ(l,lk,ck) Kt kﬁ(l,lk,ck) k

4 Construction numérique des opérateurs de type T

On se propose dans cette section de construire numériquement l'inverse et la
composée dans l'algebre des opérateurs de type T sur un intervalle |0, T[, ou
T > 0 est un temps arbitrairement choisi.

On rappelle que si P = (m,«a) est de type T et T > 0, alors l'opérateur tronqué
PT est bien défini (apres réindexation) par la donnée des suites finies

m(l)=0<m(2) <---<m(L)=Teta(l),---,a(L—1).

Pour pouvoir inverser un opérateur P! = ((m(j))1gngr (06(]'))13»9,1) de type T,
il est nécessaire que la suite m vérifie la propriété suivante dite de saturation :

{ V2<p<L,V1<j<p,N1<k<p;
m(k) < m(p) —m(j) <m(p+1) —m(j) <m(k+1).

4.1 Saturation

Soit PT = ((m(j))1gng' (oc(j))lgjng un opérateur de type T (on rappelle que

m(L) = T). On considere les ensembles
Ay=<km(2);0<k< T
o T @)
etpour2 <j <L

Aj= {m(j)—i—km(Z); 0<k

IA
1
~
Sl
S
IS
—

out [x] désigne la partie entiere de x.

Remarque 2. Si Ay est un singleton, alors pour tout 2. < j < L, A; est aussi un
singleton et la suite m est saturée.
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Si Aj n’est pas un singleton, on considere la suite m' = (m!(j));< j<r1 dont

les termes sont ceux de U Aj ordonnés dans l'ordre strictement croissant (remar-

=l

quons que m!(1) = m(2)). On pose
T—m!
A}:{m}—l—km%;ngg[ 1]]}.
)

A%:{kml(Z);O<k§

etpourj > 2

Si A} est un singleton on arréte, sinon on considere la suite m? = (m?(j)), - <12

dont les termes sont ceux de | J A} \ {m'(2)} ordonnés dans 'ordre strictement

]
croissant (remarquons que m?(1) = m!(3)), et on pose

A2 = {km2(2); 0<ks< [mzi(z)}}

etpourj > 2
: T — m?(j)
2 _ 2 2 S 0<k< |V
A; {m(])+km(2),0_k_{ 2 (2) }}
De proche en proche jusqu’a arriver a Ag un singleton pour un certain p. On

considere alors la suite m = (m ]-)K],<Z dont les éléments sont ceux de 1'ensemble

{foyu UA;
S<p j

ordonnés dans ’ordre strictement croissant.
Exemple. Si m est donnée par

m=(0,1,3,m,4,12,135---)
et T = 5.5, alors
f=(0,1,2,3,7,4,147,5,2+m,55).
Proposition 6. Soit m = (m(j)), ., une suite et m = (771(]'))19SZ la suite ainsi

construite a partir de m, alors pour tout 2 < p < L et pour tout 1 < j < p, il existe un
unique 1 < k < p tels que

(k) < mi(p) —m(j) < m(p+1) —n(j) <mk+1).

Preuve. Soit 2 < p < Let2 < j < p. On considere le plus grand entier k tel
que m(k) < m(p) — m(j), il vient alors que m(p + 1) < m(k+ 1) + m(j) car sinon
on aura

m(k) +m(j) <m(p) <mk+1)+m(j) <m(p+1)
(la deuxiéme inégalité découle de la définition de k) et cela est en contradiction
avec la construction de 1.
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Définition 3. Soient m = (m;),_._, une suiteet m = (i;) _

<j< I1<j<
haut a partir de m. On dit que m est la saturée de m. Si m = m, on dit que m est une
suite saturée.

; la suite construite plus

Définition 4. Soit m = (m(j))1gng une suite saturée, pour 1 < g <L —1et1 <k <
q, on désigne par H(k, q) I'unique entier vérifiant

m(H(k, q)) < m(q) —m(k) <m(q+1) —m(k) <m(H(k,q) +1).

On dit que H = (H(k, q)) est la matrice caractéristique de m.

1<k<L—1
1<9<L—-1

Exemple. Si m est la suite saturée donnée par
m=(0,1,2,3,m,4,1+m,5,2+m,55).

alors sa matrice caractéristique H est

N

T

I
S OO OO OO
S OO, DNW
COOCO O R, N WK
OO OO R, RPN WWL
COoOO R, M~ N WK OO
SO R L DNDN WO
O FR P NN WERO®
— R NN WWON] o

DO DD OO OO

La proposition suivante décrit quelques propriétés immédiates qui découlent de
la définition d"une suite saturée et de sa matrice caractéristique.

Proposition 7. Soit m une suite saturée et H sa matrice caractéristique, alors
1. H est triangulaire supérieure d’ordre L — 1.
2. Pourtout1 <q<L—-1,H(q,q) =1

3. Pour tout1 < k < L — 1, la suite (H(k, q)) ) est croissante.

1<g<L-

4. Pourtout1 < g <L—1,H(1,9) =q, H2,q) < qetlasuite (H(k,q))
est décroissante.

1<k<L-1

Nous avons besoin a présent d’analyser les coefficients de la matrice H. Ceci
est I'objet du lemme suivant :
Lemme 2. Pourtout2 <g<L—-1etl<k<g,ona
H(k,q) € {H(k,q—1),H(k,q —1) +1}

c’est-a-dire " o
H(k,g—1) <" H(kq) <" H(kg-1)+1.
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Preuve. L'inégalité <" est évidente par définition méme de l'entier H(k, q) et
de la stricte monotonie de la suite m.
Supposons que l'inégalité <? Nest pas vérifiée pour un certain couple (k,q).
Alors
H(k,q) > H(k,g—1)+1

ce qui implique que
m(H(k,q)) > m(H(k,q—1) +1) =" m(q) — m(k)
(>" est due a la définition de H) et bien str l'inégalité "m(H(k,q)) > m(q) —
m(k)” est contradictoire.
Remarque3. 1. SiH(k,q) = H(k,q — 1), alors m(q) — m(k) & m car sinon
m(q) —m(k) = m(H(k,q)) = m(H(k,q = 1)) <m(q—1) —m(k)
et par suite m(q) < m(q — 1), ce qui est absurde.

2. SiH(k,q) = H(k,q—1)+1, alors

m(g) —m(k) = m(H(k,q)) (<= m(H(k,q)) +m(k) = m(q))
car sinon
m(q) —m(k) > m(H(k,q)) = m(H(k,q—1)+1) = m(q) - m(K)

ce qui est absurde.

4.2 Construction de l'inverse

Théoreme 3. Soit PT = (m = (m(j))cjep, @ = (zx(j))lngL_1> un opérateur de type

T avec m saturée, (1) # 0 et H = (H(k,q)) sa matrice caractéristique. On

1<k<L-1

1<q<L-1
désigne par R et M les matrices définies par

alors (P1) ™ = (1 = ()00 B = (BG)Dscic ) 0B = (M72(51))

1<j<L-1

Preuve. Soit PT = (m = (m(j))<jcp @ = (zx(j))lngL_1> un opérateur de type

T avec m saturée et w(1) # 0.
Pour inverser PT on doit résoudre sur |0, T[ I'équation

(x) : PIf =g
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Pour m(1) < t < m(2), I'équation (*) s’écrit tout simplement

1
f(t) = «(1) 8(t)
1
ce qui permet de trouver B(1) = 2@
Supposons construire B(1),--- ,B(g —1), 'est-a-dire que pour tout 1 < j < g—1
et pour presque tout m(j) < t < m(j+1), ona

= Z plk)g(t —m(k)).
k=1

Pour construire B(q), il faut résoudre () sur l'intervalle |m(q), m(q + 1)[. L'équa-
tion () s’écrit alors : pour presque tout t €|m(q), m(q +1)]

1 1 &
ft) = mg(f) - mk;“(k)f(t — m(k)).
Comme m(q) <t < m(q+1),alors pour tout2 <k <g,ona
m(H(k,q)) < m(q) —m(k) <t—m(k) <m(q+1)—m(k) <m(H(k q)+1) <m(q)

(la derniere inégalité est due au fait que pour tout k > 2, H(k,q) +1 < g : voir
la propriété 4 de la Proposition 7.) ce qui nous permet d’utiliser 1'hypothese de
récurrence et écrire pour tout 2 < k < g

et par suite

H(kq
70 = 580 = 275 1 g (= (m(k) +m()).
Lemme 4. Pour tout 2 < k < getpour tout1 <i < H(k,q) ona:
1. m(k) +m(i) < m(q) et m(k) + m(i) € m.
2. m(k)+m(i) = m(q) si et seulement si H(k,q) = H(k,q—1) +1eti = H(k,q).

Pour trouver le terme g(t — m(q)), il faut et il suffit de déterminerles2 < k <
q tels que H(k,q) > H(k,q — 1) et prendre i = H(k,q). Le coefficient f(gq) de
g(t —m(q)) est alors donné par

Blg) = —m Z a(k)B(H(k, q))-

On note par R, la matrice

R(k,q) = { H(k,q) si  H(kgq) > H(kg—1)

0 sinon.

Alors d"une part on a la propriété suivante :
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Lemme 5. (de changement d’indices) Pour tout 1 < k, p < g, on a I"équivalence :
R(kg)=p < R(pq) =k

et d’autre part,

q q
B@)=—— Y a®BRKq) <= Y a(k)BR(K4)) =0
a(l) = =
R(k,q)#0 R(k,q)#0
q
— Y a(R(kg)pk) =0
R(kg) 0

On considere maintenant la matrice M donnée par

Mk, q) — { a(R(k,q)) si R(k,q) i(())

Les formules de récurrence s’écrivent alors
MpB=U
ou p = (B(1),--,B(L—1)) etU = (1,0,--- ,0)! ce qui permet de trouver 3

tout simplement par = M~'U.
Preuve du Lemme 4.

1. Pour2 <k <getl <i< H(kq), I'inégalité m(k) +m(i) < m(q) découle
de la monotonie de m et de la définition de H(k,q) et cela implique que
m(k) +m(i) € mcarm(q) < T.

2. Si m(k) +m(i) = m(q), alors H(k,q) = H(k,g —1) + 1 car sinon m(q) —
m(k) & m,eti = H(k,q) carsii < H(k,q) alors

m(k) +m(i) < m(k) +m(H(k q)) <m(k)+m(q) —m(k) = m(q)

ce qui est bien stir absurde.
La réciproque est déja démontrée dans la remarque précédente.

Preuve du Lemme 5. Pour 1 <k,p <g,ona

R(k,q) = p @é{ = m(k) + m(p) = m(q)

!
—
T T T

<= R(p,q) =k.
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4.3 Construction de la composée

Soient PT = (m = (m(})),yc @ = (4(j))ycper 1 ) et QT = (m = (m(7)) 0 B =
(B())1<j< L71> deux opérateurs de type T avec m une suite saturée. Pour détermi-

ner PTo QT = (m = (m(j))1cjer, v = ('Y(j))lgng—1>' on considére une fonction f
et on calcule PT (QT(f)). Pour t €]m(1), m(2)],

PT(Q7(f) MBMF(H) = (1) = a(1)B(1).

Supposons construire y(1),---,v(g —1) (g < L), alors pour calculer y(g), o
considere t €]m(q),m(q + 1)[ et on aura

q

> a(k)(QT(F) (t — m(K)).

k=1

PT(Q"(f) ()
Or

m(H(k,q)) < m(q) —m(k) <t—m(k) <m(q+1) —m(k) <m(H(kq)+1)

et donc

ce qui donne

q H(kq)
PT(Q7(f) (t) = L L alBGf (¢ = (m(k) +m(7)
= =

et comme pour l'inverse et avec la méme matrice

x(R(k, si R(k,
M(k'q):{ ( (0 " si REk,Z

on obtient

5 Applications humériques

5.1 Exemple 1

Soit k € H}
gueur [

{ 02v(x,t) + c2 d%v(x,t) =0 , x€]0,l[ett>0

(0, +00). On considere "équation des ondes sur une corde de lon-

c29,0(0,t) = a 9;v(0,t) et v(I ,t) k(t) t>0
u(x,0) =0 et d;v(x,0) = , x €[0,1]
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L’énergie de v est donnée par

E,(t) = %/Ol (}Btv(x,t)]2 + czlaxv(x,t)F) dx

etona
dE,

dt

() = K (1)ay0(l, t) — a]9:0(0, 1)| .

Comme
0:0(0,t) = P1k'(t) et 9yv(l, t) = Pak/(t)

ot Py = (my, ay) (k =1,2) avec

. ml(l) = (l) . Délél) =0
e {ml(f>=(2j—3);;]‘22 MY w) = 22

. . I,
mz:mz(])=2(]—1)?;]21,¢x2: ' > £ et p=

alors
E,(t) = /O t (—a\Plk'(t)\z + czk’(t)sz’(t)> dt.

On trace a présent les courbes des fonctions t — E;(t) avec k(t) = sin(7t)Y (1 —
t), ot Y désigne la fonction de Heaviside, t > 0 pour des différentes valeurs de c
etuw:

6 6
A
5 5
o=1/2
4 4+
al a=1(=c) al w” _—
C)
(1}
2 2
1 1r
0 o
t t
1 . 1 . .
1 2 1 6

"1=1, c=1etk(t) = sin(rt)H(1 — )
Remarque 4. Losque & = c (c’est-a-dire p = 0), alors I'opérateur P, devient un mul-

tiple de l'identité (plus précisement Pok’ = %k’ ) et

/ 0  0<t<m(2)=-L
Pik(t) = { K (t —mi(2)) : t>n;’111((2))

et par suite
t

c/ K(s)2ds si 0<t<m2),
0

f

Eo(t) = )
c/ K'(s)|*ds si t>my(2).
t—my(2)
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On remarque aussi que la fonction

t
F—s / K ()2 ds
t—my(2)

est constante dans le cas oit k est périodique et m1(2) est une période.

101
A 20| A
ol
18
ol
16+
A
14
ol
= 12
st = =
10
o
ol
ol
ol
ol
o
|
ol
o
t o T
i10.5 0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 -0.5 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4
’ 2 . L, .
m1(2) n’est pas une période m1(2) est une période
I=1,c=2, a =2etk(t) = sin(rtt)

5.2 Exemple 2

0.6 1

0.4

T

0.2F

—

—0.2 1 1 1 1 1 )
0 2 4 6 8 10

Lh=1L=I3=—=,c1=2etcy=c3=1

N W

Reprenons maintenant I’exemple de 1’arbre générique .AG avec (pour simplifier)
les données initiales suivantes

a1 =0, ax(x) = sin? (gx> ,a3=0 et by=0,k=1,2,3

la fonction t — 911 (0, t) est alors donnée par

3 -1
otuq (0, t) = 7?m1,71) o (k;l 7611(»(’()) (C%;C(UZ,Q) (al2)> (t)
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et I’énergie totale de 1’arbre est

2
’ ds.

Eu(t) = Eu(0) — & /Ot 2111 (0,5)
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