A propos des sphéres sous-riemanniennes

L. Rifford

Résumé

Nous démontrons qu’en l’absence de courbe minimisante singuliere, la
fonction distance sous-riemannienne, localement lipschitzienne hors de la dia-
gonale, vérifie un théoreme de Sard. On en déduit que les sphéres sous-
riemanniennes sont des hypersurfaces lipschitziennes pour presque tout rayon

dans dgr(qo, Q).

Abstract

We prove that, in absence of singular minimizing curve, the sub-riemannian
distance function is locally Lipschitz outside the diagonal and satisfies Sard’s
theorem. Hence we deduce that the spheres are Lipschitz hypersurfaces for
almost every radius in dsr(qo, Q).

1 Introduction

Nous avons démontré récemment dans [6] que pour toute variété riemannienne
lisse et tout point fixé sur celle-ci, presque toutes les spheres géodésiques centrées
en ce point sont des hypersurfaces lipschitziennes de la variété; ’objectif de cette
note est de montrer que, sous de bonnes hypotheses, ce résultat reste vrai dans le
cas sous-riemannien.
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2 Préliminaires

Pour tout complément sur les notions introduites dans ces préliminaires, on ren-
voie le lecteur aux deux textes [4] et [5].

2.1 Structures sous-riemanniennes

Soit ) une variété connexe C'*° de dimension n. Une structure sous-riemannienne
sur () correspond a la donnée d’un couple (D, g), ou D est une distribution satisfai-
sant la condition du rang, et ou g est une métrique riemannienne sur D.

On rappelle qu'une distribution sur () est un sous-fibré vectoriel de classe C'*°
de T'Q), et que celle-ci satisfait la condition du rang si, pour tout ¢ € @,

Lie(D)[q] = T4Q-

2.2 Courbes horizontales

Une courbe horizontale (sur [0,1]) est une courbe absolument continue 7 :
[0,1] — @ telle que pour presque tout ¢ € [0,1],5(¢) € D[y(t)]. Pour chaque point
qo fixé dans @), I'ensemble des courbes horizontales v valant gg pour t = 0 et dont
la norme L2, définie par

1
I8 =1/ [ 93 4)at

est finie, est une variété hilbertienne de classe C°°; on la note €2, .

2.3 Lapplication entr ée-sortie F:!

On appelle application entrée-sortie au point qg et en temps 1, 'application
définie par
Ewol . Qp — Q
v — (D).

Cette application est de classe C*° sur 2. Le théoreme de Chow-Rashevsky peut
s’énoncer de la maniere suivante.

Théoréme 2.1. Si D est une distribution satisfaisant la condition du rang, alors
pour tout gy € Q, lapplication Bt est ouverte.

Il n’est pas difficile de déduire de ce résultat que si la distribution D satisfait
la condition du rang, alors pour tout couple de points (qo, ¢1) dans @, il existe une
courbe v € Q, telle que v(0) = qo et y(1) = ¢1.

Une courbe v € Q) sera dite singuliere s’il s’agit un point critique de ’application
entrée-sortie £9:!, c¢’est a dire si I'application linéaire T, B! : T.Q, — T,1@ n'est
pas surjective.
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2.4 Ladistance sous-riemannienne  dsg(-,-)

La longueur d’une courbe v € g, est donnée par

longsn(r) = [ oG04 (< " < o)

Pour tout couple de points (g, ¢1) dans @), on définit la distance sous-riemannienne
de go & g; comme étant I'infimum des longueurs des courbes horizontales appartenant
a Q,, et valant ¢; pour ¢t = 1; on la note dsgr(qo, q1). D’apres le théoreme de Chow-
Rashevsky, si la distribution D satisfait la condition du rang, alors la distance est
bien-définie et continue sur ) x ). Dans ce cas, la topologie définie par la distance
sous-riemannienne sur () coincide avec la topologie de départ sur (). De plus, si )
munie de cette distance définit un espace complet, alors pour tout couple de points
(g0, 1) dans @ il existe une courbe v € €, reliant ¢y a ¢ telle que longgr(y) =
dsr(qo, q1) ; une telle courbe est dite minimisante.

On suppose a partir de maintenant que la variété () est munie d’une structure
sous-riemannienne (D, g), qu’elle est complete pour la distance sous-riemanienne
associée, et qu’aucune courbe minimisante non triviale n’est singuliere.

2.5 Lapplication exponentielle exp

En fait, par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, les courbes minimisantes paramétrées
par la longueur sont exactement les courbes qui minimisent la norme L2?. Donc si,
pour tout couple de points (qo,q1) dans @, on note par esgr(qo,q:) U'infimum des
carrés des normes L? des courbes horizontales reliant ¢y et ¢, on a dggp(-,:) =

€s R<~, )

Comme on suppose qu’il n’y a pas de singuliere minimisante, toute courbe mi-
nimisant la norme L? est la projection d'une extrémale du champ hamiltonien ?I)
de H = %g*, ou g* est la cométrique de g. Ainsi il existe un ouvert P de T Q) tel

H
que pour tout py € P l'extrémale du champ hamiltonien H avec condition initiale
(g0, po) est définie sur [0, 1] et tel que si Ion note 7, la projection de cette extrémale
sur (), alors on a
|qu0

VgeQ, dsr(q,q) = min{||7p0| pour pg € 73}~

L’application exponentielle exp, : P — @ est définie comme étant 'application qui
a po € P associe expy, (po) := Ypo(1).

3 Unthéoréme de Sard pour la distance sous-riemannienne

3.1 Gradients g énéralis és de Clarke

Soit f : (Q — R une fonction localement lipschitzienne sur (). D’apres le théoreme
de Rademacher une telle fonction est presque partout différentiable sur (), notons
Dy I'ensemble des points de () ou f est différentiable. Pour tout ¢ € @, le gradient
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généralisé de Clarke de f au point ¢, noté df(q), est défini de la maniere suivante :
df(q) = conv{lim Tyfouq € Df} .
a—q

Par construction, pour tout ¢ € @, ’ensemble 0f(q) est un convexe compact non-
vide de T;(). On appelle point critique de f tout point de @ tel que 0 € 0f(q) et
on note Cy 'ensemble des points critiques de f dans Q). D’apres le théoreme des
fonctions implicites “non-lisse”, si ¢ n’est pas un point critique de f alors ’ensemble
de niveau {¢" € Q tel que f(¢') = f(q)} est localement une hypersurface lipschi-
zienne de (). On renvoie le lecteur au livre [3] pour une étude détaillee du gradient
généralisé de Clarke.

Pour finir, nous dirons que f : ¢ — R localement lipschitzienne vérifie le
théoreme de Sard si 'ensemble f(Cy) est de mesure nulle dans R.

3.2 Enonc é du th éoréme

Théoreme 3.1. Soit Q) une variété connexe C'*° de dimension n munie d’une struc-
ture sous-riemannienne (D, g) pour laquelle elle est compléte, et qo un point fixé
dans ). Si aucune courbe minimisante issue de qy n’est singuliére, alors la fonction
dsr(qo, ) est localement lipschitzienne sur Q \ {qo} et vérifie le théoréme de Sard.

Par le théoreme des fonctions implicites cité plus haut on obtient comme corol-
laire que, sous les mémes hypotheses, pour presque tout r € dsgr(qo, @) la sphere
sous-riemannienne Ssg(qo, ) (c’est a dire ’ensemble des g € @ tels que dgg(qo, q) =
r) est une hypersurface lipschitzienne de Q.

3.3 Preuve du th éoreme 3.1

Le théoreme 3.1 est en fait la conséquence du résultat suivant, corollaire de [6,
Theorem 3].

Lemme 3.2. Soit V (resp. W) un ouvert de RN (resp. de R™). Soit f : V — W une
submersion surjective de classe C* et g : V — R de classe C*°. Soit & : W — R
définie par

Ve e W, ®(z):=inf{g(v) avec v €V tel que f(v) = z}.

Si pour tout x € W il existe un voisinage W, de x (dans W) et un compact K, de
V tel que pour tout ' € W, Uinfimum dans la définition de ®(x') est atteint sur
K, alors Uapplication ® est localement lipschitzienne sur VW et vérifie le théoréme

de Sard.

Soit K un sous-ensemble compact de Q\ {qo}. Appelons K I'ensemble des py € P
tels que exp, (po) = q et [|7p,[15° = dsr(qo, q) pour un certain ¢ dans K. Sous les
hypotheses du théoreme, il est facile de démontrer que 1’ensemble K est un compact
non-vide (voir par exemple [7]).

Quitte a restreindre I’ensemble K et a passer en coordonnées locales le long de
chaque courbe minimisante joignant ¢o a un point de K, on peut supposer qu’il
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existe m champs de vecteurs Xy, -+, X,, tels que D[q] = vect{Xi(q), -, Xmn(q)}
pour tout ¢ € Q. En outre, on peut également supposer que la famille { Xy, --- , X, }
est orthonormée pour la métrique g et que chaque champ X; est complet. Ainsi
chaque courbe horizontale v € ), s’associe de maniére unique a un controle u €
L2([0,1]; R™) tel que () = 357, u;(t) X;(t) pour presque tout ¢ € [0, 1] ; ce qui nous
permet dorénavant de confondre courbes horizontales et controles L2.

Soit py € K; appelons u” le controle associé a la courbe horizontale ~,,. Par
hypothese, il existe v{°,---  vP° dans L? tels que l'application linéaire Typo E%! :
Vect{v}® -+ vk} — TequO (po)&@ est surjective. De plus, comme 'application Eot
est de classe C", il existe €,, > 0 tel que T, E%" : Vect{o}°,--- 0P} — Trao1(,)Q
est surjective pour tout u € L? vérifiant ||u — uP?||y < €,,. Par ailleurs, comme Pap-
plication py + u” est continue, il existe p,, > 0 tel que [|uPo — uP°||y < €,,/2, pour
tout py, € B(po, fip,)P- Par compacité de K, il existe un entier N et pj,--- ,pd € K
tel que K C UL, B(pg, yp)- Posons Z := (R")Y x P et définissons 'application
U:Z — L? par

N n

1 N k k
Po D} Po i R § :§ : Po ,,Po Do
U(q17"'7qn07"'7Q1 7"'7qn07p0>'_ QJ Uj + u.
k=1 j=1

Par construction, on a

esnlao, @) = mi{|U(2)[3 avec Z € Z tel que E'(U(Z)) = q}.

k
Quitte a changer les vfo (par exemple de maniére a ce qu’il existe des temps distincts

k
tj dans [0, 1] tels que chaque v;° est C* sur [0,1] \ {¢;4} et non différentiable en
tix), on a que pour tout ¢ € K l'infimum dans la formule ci-dessus est forcément
atteint pour Z € {0,n} x K. Donc si 'on pose

k
V= max{||v§»)°||2 pour j=1,--- ,netk=1,--- ,N} et € 1= k_r?.i‘x-lNeng,

k
et si I'on note par V l'ouvert de Z constitué des couples (g, po) tels que |q§?°| < 5

pour tout j = 1,--- . net k =1,--- N, et tels que py € U{QVZIB(plg,/chlg), alors

lapplication E%'oU est une submersion de classe C* sur V qui contient 1’ensemble
{0,n} x K. On peut donc appliquer le lemme 3.2.

4 Remarques

En fait, Baryshnikov a demontré (sous des hypotheses un peu plus fortes) dans [1]
que les petites spheres sous-riemaniennes sont homéomorphes a la sphere euclidienne
de dimension n. Par ailleurs, le résultat obtenu ici dans le cas de la fonction distance
peut tres bien se démontré pour d’autres types de fonctions valeurs (voir [2]).
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