Existence globale et stabilisation interne non
linéaire d’'un systeme de Petrovsky
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Abstract

In this paper we prove the global existence, uniqueness and stability for a
Petrovsky system with internal nonlinear damping. Key point to our proof is
the use of the semigroup approach and some integral inequalities.

1 Introduction

Soit © un ouvert borné non vide dans R" (n € N*) de frontiere ' de classe C*. Soit
g : R — R une fonction continue croissante telle que g(0) = 0 et soit ¢ : Q@ — R
une fonction positive dans L*°(€2). On considére le systeme suivant

(1.1) " + A%+ qu+g(u') =0 dans Q xRT,
(1.2) u=090u=0 sur [ xR"
(1.3) uw(0) = ug, u'(0)=wu; dans Q.

On définit I’énergie de la solution par la formule

(1.4) B(t) = % [0+ (a)? + quyde, + e R,
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E est une fonction positive et on a formellement
(1.5) E'(t) = —/ uw'g(u')dx <0
Q

(remarquer que xg(z) > 0 pour tout = € R); donc I'énergie est décroissante.

Le but de cette note est d’obtenir la stabilité du systéeme considéré sous des
conditions convenables sur la fonction g.

On commence par la définition des espaces de Hilbert suivants

H=13Q), v} = [ v?da,
Q

V=HQ), e} = [ (Aw)?+ qu)d

et
W={ue HQNV:Au=08,Au=0sur T}, [o|% = /Q(AZU)de.
On identifie H avec son dual H' on obtient
WcVCcCH=HcV cw

avec injection compacte et dense.
On a le résultat d’existence et d’unicité suivant

THEOREME 1.1. Pour toute donnée initiale (ug,u1) € V- x H, le systéme (1.1)-
(1.3) admet une solution (définie au sense faible) unique u vérifiant

u € CO(RYV)nCHRY; H).

Si z est une autre solution du systéme (1.1)-(1.8) correspondant a la donnée
initiale (zo,21) € V X H, alors la fonction

E(u—2,t) := %/((u' — 2+ (Au — Az)? + q(u— 2)*)dz, te€R?T

est décroissante.
Comme ¢(0) = 0, on prend z = 0 dans la deuxieme partie de ce théoréme et on
trouve la décroissance de 1’énergie E et

(1.6) 1Bl ity < E(0).

Pour la régularité de la solution on a le résultat suivant

THEOREME 1.2. On suppose que
(1.7) (ug,u) € W xV et g(uy) € H.
Alors la solution (dite forte) du systéeme (1.1)-(1.3) vérifie

(1.8) u' e L®(RY; V), o' e LR H).
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Si g est globalement Lipschitz, alors

(1.9) ue L®RY W), g(u)e L*R";H).

On va supposer des conditions sur la fonction g pour obtenir la stabilité du
systeme (1.1)-(1.3). On suppose que pour des constantes p, p’ > 1 et des constantes
positives ¢q, ¢, c3, €4 ON a

(1.10) cl‘x‘p < ‘g(x)‘ < 02‘3:‘_ si ‘x‘ <1,
(1.11) 03‘:1:‘ < ‘g(x)‘ si ‘x‘ > 1,
(1.12) ‘g(x)‘ < 04‘3: v si ‘x‘ >1 et n>3
et

(1.13) p < Ztg sion>3

On a le résultat de stabilité suivant

THEOREME 1.3.  On suppose que les conditions (1.10)-(1.13) sont satisfaites.
Alors toute solution faible du systéme (1.1)-(1.3) vérifie pour des constantes positives
c et w l'estimation

(1.14) E(t) <ctri, VteR' si p>1,
et
(1.15) E(t) < E(0)e™, VteR" si p=1.

ici la constante ¢ dépend de 1’énergie initiale £(0), la constante w ne dépend pas
de E(0).

La condition (1.11) implique que g n’est pas borné, le théoreme suivant montre
que les estimations (1.14) et (1.15) restent vraies pour les solutions fortes du systeme
(1.1)-(1.3) méme si g est borné.

THEOREME 1.4. On suppose que les conditions (1.10), (1.12) et (1.13) sont
satisfaites avec

p>1 st n=1,
(1.16) P>l o ne2
p>45 sion>3

Alors toute solution forte du systeme (1.1)-(1.3) vérifie les estimations (1.14) et
(1.15) pour des constantes positives ¢ et w dépendant de la solution u.



586 A. Guesmia

Le systeme composé de I’équation (1.1) avec ¢ = 0 et —g(Au') au lieu de +g(u'),
la condition au bord

(1.17) u=Au=0 sur [ xR?"

au lieu de (1.2) et la condition initiale (1.3) a été étudié par Komornik et Kouémou-
Patcheu [8] et Komornik [6]. Dans [§8], la méthode de Faedo-Galerkin a été appliquée
pour montrer I’existence et I'unicité d’une solution ce qui exige des conditions sur g
plus fortes que celles supposées dans notre travail, de plus les estimations (1.14) et
(1.15) se montrent seulement pour les solutions fortes. Dans [6], auteur a utilisé
la théorie des semi-groupes non linéaires qui a permis d’affaiblir les conditions sur
g et de montrer les estimations (1.14) et (1.15) pour toute solution faible. Dans ce
travail, et avec les méme conditions supposées sur g que dans [6], nous montrons ces
résultats pour le systeme (1.1)-(1.3). De plus, nous montrons que les estimations

(1.14) et (1.15) restent vraies pour les solutions fortes sans que ‘g(x)‘ ne tende vers

I’infini lorsque ‘x‘ — 400 ce qui permet de considérer les feedbacks bornés.

Dans la démonstration des théoremes 1.1 et 1.2 on applique la théorie des semi-
groupes non linéaires [1], [2] (voir aussi [5]). Pour la démonstration du théoreme
1.3 et 1.4 on utilise la méthode de Liapounov basée sur des inégalités intégrales
appliquées dans [4], [6] et [7].

2 Lexistence et I'unicit é de la solution
Soit .

G(t)z/o g(s)ds, teR
et

o(v) = /QG(’U)dl‘, velV.

La fonction ¢ : V' —] — 0o, +00] est propre, s.c.i, convexe et son sous-differentiel
B:=0¢p:V — V' est un opérateur maximal monotone.

On prend I'application duale A : V' — V’ et on écrit le systéme (1.1)-(1.3) sous
la forme

(2.1) '+ Au+Bu' =0 sur RF

(2.2) uw(0) =ug et u'(0) =uy.

Pour justifier cette interprétation on note premierement que la condition au bord
(1.2) est incluse dans la définition de V. Pour u € W on a Au = A?u+ qu. En effet,
soit ve V on a

(Au,v)yry = (u,v)y = / (AulAv + quv)dx
Q

:/Auﬁyvdf—/8VAuvdF+/(A2u+qu)'udx
r r 0

= (A%u + qu,v) g = (A%u + qu, v) g g = (A% + qu,v)yry
d’ott Au = Au+ qu dans V'.
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Finalement, on peut vérifier que si g est globalement Lipschitz continue alors on

(Bu,v}v/y:/ﬂg(u)vdx

pour tout v € V. On multiplie I’équation (1.1) par v,v € V et on intégre par partie,
on obtient
(u" + Au+ Bu',v)yy =0 sur RT

ie. (2.1)
On pose
W=z U=(uz) et AU = (—z, Au+ Bz),

on peut aussi écrire le systeme (2.1)-(2.2) sous la forme
(2.3) U+ AU =0 dans RY, U(0) = (ug,u).

On définit I'espace de Hilbert H = V' x H et on considere A comme un opérateur
définie dans ‘H tel que

D(A)={U = (u,2) e VxV :Au+ Bz € H}.

L’opérateur A est maximal monotone (voir Barbu [1] et Brézis [2]) dans H. On
applique la théorie des semi-groupes non linéaires et on trouve le théoreme 1.1 et la
premiere partie du theoreme 1.2.

La deuxieme partie du théoreme 1.2 se déduit a partir du lemme suivant

LEMME 2.1. Si g est globalement Lipschitz, alors D(A) = W X V et il existe
une constante ¢ > 0 telle que

(2.4) lullw < c(||[Au+ Bz||u + ||z|lv), YU € D(A).

Les propriétés (1.8) et (2.1) impliquent que v’ € L®(R™;V) et Au+ Bz €
L*>°(R*; H). Comme g est globalement Lipschitz et d’apres (2.4) on obtient (1.9).

Démonstration du lemme 2.1. On montre premierement que W x V. C D(A).
Soit (u,z) € W x V, il faut montrer que Au + Bz € H. Or w € W implique
Au = A?u+ qu € H, il suffit de prouver I’estimation

(2.5) ((Bz,v)vy < |vllu, YveV

pour une constante ¢. On a

et = [ tein = ([ 56300) ([ )’

1
2
= C(/ﬂ Z2d~"3> [olle < ellzllvllvlla,

dou (2.5).
On montre (2.4); soit (u, z) € D(A), montrons que u € W. Comme Au+Bz € H,
donc pour tout v € V on a

(Au+ Bz,v)yy = (Au+ Bz,v)y
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et par suite
/(AuAfu—ir quv)dx :/ fudx
Q Q

ou f = Au+ Bz — g(z). Par la formule de Green, on obtient

/(A%—i—qu)vdm—i—/Au@wdT— / 0, Auvdl :/ fudz.
Q r r Q
Comme v = d,v = 0 sur I', donc
/(A2u + qu)vdr = / fodx, YveV.
Q Q
Cette égalité montre que u est la solution faible du probleme
Au+qu=f dans Q, w=0,u=0 sur I.

Or f € H. En effet, Au+ Bz € H par hypothese et comme g est globalement
Lipschitz, on a
lg()la < ellzlla < oo,

donc ¢(z) € H et par suite f l'est aussi. En applique la théorie du régularité
elliptique, on conclut que v € W et

lullw < el fllm < (1Au+ Bzlla + [ullv)

d’ou l'estimation (2.4).

3 Démonstration duth éoreme 1.3

On va montrer ce théoreme pour les solutions fortes et on généralise la situation par
argument de densité (voir lemme 2.1 et [6]).
On montre premierement deux identités.

LEMME 3.1. L’énergic E : RT — R est décroissante, localement absolument
continue et

(3.1) E'(t) = —/Qu’g(u')dx <0 VteR"

Démonstration. Pour tout 0 < S < T < oo, d’apres (1.1), (1.2) et (1.4) on a

T
0= /s /Qu’(u” + A%u+ qu+ g(u'))dzdt
T
= / /(u’u” + AuAu' + quu’ + u'g(u'))dzdt
s Jo

= E(T) - E(S) + /ST/Qu'g(u’)dxdt,

donc

(3.2) E(S) — E(T) = /ST/Qu’g(u’)d:cdt, 0<S<T < oo
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Par hypothese sur g on a zg(z) > 0,Vz € RT, donc F est décroissante. L’identité
(3.2) implique aussi que E est localement absolument continue et 1’égalité (3.1) est
satisfaite.

LEMME 3.2. Pour tout 0 < S < T < 0o on a l'estimation
T e =1 AT
(3.3) 2/5 ES ()dt = —|E% (t)/ﬂuud:c]s

/ E7 /uudxdt—i—/ BT )/9(2(u’)2—ug(u’))dxdt.

Démonstration. On a

T

0= T(t)/ﬂu(u” + A%+ qu + g(u'))dzdt

p—1 —1 T p—
=[E7= (t uu’de— pP—- ES (O E (¢ uv' dxdt
S 2 S Q

+ / B / (Aw)? + qu? + ug(u') — (u)?)dxdt.
On utilise la définition de 1’énergie et on obtient (3.3).

LEMME 3.3. L’énergie E vérifie l'estimation

(3.4) 2 /S LB ()t < cBH(S) + /S o) /Q (2)? — ug(u'))dadt

pour tout 0 < S < T < .

Ou ¢ désigne, a partir de ce lemme, une constante positive indépendante de
E(0),S et de T.

Démonstration. La condition au bord (1.2) implique que

(3.5) /Qu2dx < C/Q(Au)2dx.

On utilise (3.5) et la définition de 1’énergie on obtient
‘Epz;l(t)/ u’uda:‘ < BT () [ (W) + (BuP)de < B (1),
Q Q

Comme FE est décroissante on conclut que

ptl

Z (S)+ E = (T)) <cE™= (S).

(B (1) /Q wudz]l < o(E

D’autre part, on a
/ foe /uudxdt‘ < c/ E5 (4)(—E(£)) E(t)dt

< cE"T(S) — cE"T (T) < cE™T (S).

On remplace par ces deux estimations dans (3.3) et on trouve (3.4).
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LEMME 3.4. Soit 0 < S < T < oo, pour tout € > 0 on a l’estimation

CON o) [ wawde < e [ U ER (D)t + c()E(S) + cEH(S).

Démonstration. Soit t € R fixé, on pose

(3.7) O, ={zeQ:

u’(x)‘>1} et Q- ={re:

u’(:c)‘ <1}

On utilise I'inégalité de Holder on obtient

/Q (u/)2dz = / (W)2dz + [ (u)2dx

<e(/

donc par les inégalitées (1.10), (1.11) et I'identité (3.1) on trouve

!/

2
+1 p+1
o) dx) (),

Q4

| @)de < (=B )7 — cE'(),

et par suite

/STE%;I(w/Q(u’dedt < —c/STE‘%l(t)E'(t)dHc/STE%(t)(—E'(t))ﬁdt,

on utilise I'inégalité de Young sur le dernier terme de cette inégalité on obtient pour
tout € > 0

/T B2 1) [ (et < ¢ /ST B ()dt — c(e) /T B (#)dt — C/ST B (0B (1) dt

S S

ptl

T 1
< e/S ES (1)dt + ¢(e)E(S) + cE™ (S)
d’ou l'estimation (3.6).

LEMME 3.5. Soit 0 < S <T <00, on a

(3.8) /S ot /Q ug(u’)dxdt‘ <e /S "B 0dt + () B(S)

pour tout € > 0.

Démonstration. On définit 24 et Q_ par (3.7) aussi. D’apres (1.10) et (3.5) on
a pour tout ¢ > 0

(3.9)

/_ ug(u’)dx‘ < e'/_(Au)2dx + c(e')/ g*(u')dx

< 2¢B(t) +ele) ([ o] de) T < 2 B(0) + ()~ B (1) 7.
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Par la méme maniere, on utilise (1.12) et l'injection de Sobolev (voir (1.13))
HY(Q) c LF'*(Q),

on a

/

1N\ T PN P
vt < (f )7 (Lo )
O, N a4

/
_r

< (B(t)*(—E'(0)7.
D’apres (3.9) et (3.10) on constate que

/STE%;l(t)/ng(u’)dxdt‘

(3.10)

<o [ BT Wi+ o) [ BT 0EO)Fdb e [ BN (B0 L

on utilise I'inégalité de Young sur les deux dernieres intégrales on obtient

/STE%;l(t)/ng(u’)dxdt‘

, T p+1 , T ’ , T /41
g3e/5 EY (t)dt—c(e)/s E(t)dt+e/s E"5 (0t

on utilise I'inégalité p(p’ + 1) > p + 1, la décroissance de E et on conclut (3.8).
g

LEMME 3.6. On a l’estimation

(3.11) /STEpzi(t)dt < (14 B (0)E(S), 0<8<T < oo

Démonstration. 11 suffit de choisir e = 1 dans (3.6), (3.8) et d’utiliser linégalité
(3.4).
Le lemme 3.1. et 3.6 impliquent que E : Rt — R* est une fonction décroissante
et vérifie I'inégalité
/ E™ (s)ds < cE(l), VteR*.
t

Donc pour obtenir les estimations (1.14)-(1.15) il suffit d’appliquer la proposition
suivante

PROPOSITION 3.7. Soit E : R™ — RT wune fonction décroissante vérifie pour
deuz constantes o > 0 et T > 0 ’estimation

/ T E*H(s)ds < TEC(0)E(t), Vit e R*
t
Alors

T+at\=
E(t)gE(O)(T:§T> L VEERT si a>0

et
E(t) < E(O)el_%t, VteR"Y si a=0.

Pour la démonstration de cette proposition voir V. Komornik [5].
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4 Démonstration duth éoreme 1.4

On prend (ug, u1) € W xV tel que g(u1) € H, donc la solution du systeme (1.1)-(1.3)
vérifie la propriété (1.8). (Remarquer que dans le théoreme 1.4, les constantes ¢ et w
dépendent de la solution u ce qui ne nous permet pas de généraliser les estimations
(1.14) et (1.15) par argument de densité aux solutions faibles).

Dans la démonstration du théoreme 1.3, les estimations (3.4) et (3.8) impliquent
que (choisissons € = 1 dans (3.8))

12
u| dxdt.

(4.1) /STE%(t)dt < B (S) + cB(S) + 2/STE‘%1(t)/Q

Donc il nous reste a majorer la derniere intégrale dans (4.1). Comme dans la
démonstration du lemme (3.4), on a

(4.2) / o) IRGREET LB ()dt + () B(S)

S _

pour tout € > 0. D’autre part, on a
Cas: n = 1. On observe que (1.10) et la croissance de g impliquent inf{‘g(:c)‘ :

‘x‘ > 1} > 0. Alors on utilise (1.8), (3.1) et linjection V' C H'(2) € L>(Q) on

obtient
/ (u')?dr < ¢ /
Q. Q.

< v oo (= E' (1)) < —cE'(D),

ul

' g(u')dx

et par suite

(4.3) /STE”Q;I(t) /m

Cas: n>2. On a

(4.4) /Q )

=(/,

Par (1.8) et l'injection (voir (1.16))

p+1

T
“drdt < —c/ B (1) E'(t)dt < cE"5(9).
S

ul

2p

u m(u’g(u’))p%d:c

ul

d:cgc/
Q4

2\ g Fen) 2p_
az) T ([ o) el T (B @)
Q Lr1(Q)

ul

V c HY(Q) C L (Q)
on conclut a partir de (4.4)

o dr < o(—E(8)7,

b

par l'utilisation de I'inégalité de Young on trouve

/ST E (1) /m (u')2dwdt < c/ST BT (1) (~E' (1)) 7dt
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<c[EF () el | " Ewar,

s
donc

(4.5) /ST E (1) /m

Les inégalités (4.3) et (4.5) impliquent pour tout n € N*

/STEpz;l(t)/m

on choisit € = ¢ dans cette inégalité et dans (4.2), on remplace par suite dans (4.1)
on obtient (3.11). Ansi les estimations (1.14) et (1.15) se déduisent par I’application
de la proposition 3.7.

ul

2 T p+1
drdt < e /S E (t)dt + c(e)E(S).

ul

2 T pn ptl
drdt < e/ B () + c(e) B(S) + cE*5(S),
S

REMARQUE. Si la fonction g vérifie (1.10) pour p = 1 alors cette condition est
vérifiée pour tout p > 1, on choisit p le plus petit nombre qui vérifie (1.16), c’est a
direp=1sin=1,p= 1+%,mEN* sin=2etp=7%sin>3. On constate dans
ce cas la que toute solution forte du systeme (1.1)-(1.3) vérifie I'estimation (1.15) si
n=1,

Et)<ct™, VYtcRT, YmeN si n=2

et »
E(t) <ctrz2, Vte RT si n>3.
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