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Résumé
On s’intéresse dans ce travail, au problème de la stabilisation globale de

certains systèmes non linéaires en cascade. Celle-ci ne se déduisant pas, en
général, des propriétés de stabilité asymptotique globale des sous-systèmes
mis en cascade, on donne ici des conditions supplémentaires suffisantes pour
assurer la stabilité asymptotique globale du système composé bouclé. On
considère, en particulier, la classe des systèmes partiellement linéaires qui
joue un rôle important dans la littérature, en raison des résultats connus sur
la linéarisation partielle par feedback.

Abstract

This paper deals with the problem of the global stabilization for a class
of cascade nonlinear control systems. It is well known that, in general, the
global asymptotic stability of the cascaded subsystems does not imply the
global asymptotic stability of the composite closed-loop system. In this pa-
per, we give additional sufficient conditions for the global stabilization of a
cascade nonlinear system. In particular, we consider the class of partially
linear systems that are prominent because of well known results on partial
feedback linearization.
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1 Introduction

Ce travail traite le problème de la stabilisation globale des systèmes non linéaires
en cascade de la forme {

ẋ = f(x, y)
ẏ = g(y, u)

(1)

où x ∈ Rn, y ∈ Rm et u ∈ Rp. Les fonctions f et g sont supposées de classe C∞

vérifiant f(0, 0) = 0 et g(0, 0) = 0.

Pour cette classe de systèmes, il est bien connu que si l’équation différentielle

ẋ = f(x, 0) (2)

admet x = 0 comme point d’équilibre localement asymptotiquement stable et si le
système

ẏ = g(y, u) (3)

est localement stabilisable par une loi de commande (ou feedback) u = u(y), alors
le système composé est localement stabilisable par ce même feedback (voir [1]).

Notons d’autre part que ce résultat local n’a pas d’analogue global : la stabilisation
globale de (1) ne se déduit pas nécessairement de celle de (2) et de la stabilité
asymptotique globale de (3). A titre de contre exemple, considérons le système plan
suivant {

ẋ = x(x2y2 − 1)
ẏ = u

qui est localement (mais non globalement) stabilisable par la loi de commande u(y) =
−y alors que les deux sous-systèmes associés sont globalement asymptotiquement
stables (GAS).

On peut, en effet, vérifier que l’ensemble

{(x, y) ∈ R2 /x2y2 = 2}
est invariant pour le système bouclé{

ẋ = x(x2y2 − 1)
ẏ = −y

ce qui exclut la stabilité asymptotique globale de ce dernier.

En fait, la stabilisation globale de (1), (voir [2], [3], [4] ), ne se déduit de
celle de (2) et de la stabilité asymptotique globale de (3) qu’au prix de conditions
supplémentaires. Rappelons, en particulier, un théorème dû à Seibert-Suarez [2] ,
que nous utiliserons par la suite.

Théorème 1 : On suppose que le système (2) est GAS et que (3) est globalement
stabilisable par un feedback u(y). Si de plus toutes les orbites du système boucléẋ = f(x, y)

ẏ = g
(
y, u(y)

)
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sont bornées pour t ≥ 0, alors le système est globalement stabilisable par le feedback
u(y).

Utilisant ce résultat, nous donnons dans la suite, une condition suffisante de
stabilisation globale pour le système lorsque f(x, 0) est un champ homogène sur Rn.
La difficulté mentionnée plus haut subsiste même pour les systèmes partiellement
linéaires de la forme ẋ = f(x, y)

ẏ = Ay +Bu
(4)

où A etB sont des matrices de dimensions convenables, (il suffit de prendre l’exemple
du système précédent). Pour ces systèmes nous donnons une condition suffisante par
un feedback obtenu grâce à une fonction de Liapounov contrôlée.

2 Préliminaires

L’objet de cette section est de rappeler quelques résultats classiques que nous
utiliserons par la suite.
Soit X un champ de vecteur continu sur Rn tel que X(0) = 0. Une fonction de classe
C1, V : Rn → R, est une fonction de Liapounov stricte pour l’équation différentielle

ẋ = X(x) (5)

si V est définie positive (V (x) > 0 pour x 6= 0, V (0) = 0), propre (V (x) → +∞
lorsque ‖x‖ → +∞) et vérifie

V̇ (x) = ∇V (x)X(x) < 0, ∀x 6= 0.

Une fonction γ : R+ → R+ est de classe K si elle est définie, continue et strictement
croissante vérifiant γ(0) = 0. Une fonction β : R+ × R+ → R+ est de classe KL si
pour tout t fixé l’application β(., t) est de classe K et pour tout s fixé, l’application
β(s, .) décrôıt vers zéro lorsque t croit vers +∞.

Notons que si l’origine est un point d’équilibre GAS pour (5), alors (voir [5]) :
• D’une part, il existe une fonction β(s, t) de classe KL, tel que, pour tout état
initial y(0), la solution y(t) existe pour tout t ≥ 0 et satisfait l’estimation

‖y(t)‖ ≤ β
(
‖y(0)‖, t

)
(6)

• D’autre part, si X est homogène de degré p (X(λx) = λpX(x), pour tout x ∈ Rn
et tout λ ∈ R), alors (5) admet une fonction de Liapounov stricte homogène.

Considérons à présent un système affine en contrôle de la forme

ẋ = f(x) + u1g1(x) + · · ·+ upgp(x) (7)

où x ∈ Rn, u = (u1, .., up)
T ∈ Rp et f, g1, .., gp sont des champs de vecteurs de classe

C∞ tel que f(0) = 0. Une fonction de classe C∞, V : Rn → R, est une fonction de
Liapounov contrôlée pour le système (5) si elle est définie positive, propre et vérifie
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inf
u∈Rm

∇V (x) [f(x) + u1g1(x) + · · ·+ upgp(x)] < 0, ∀x ∈ Rn\{0}.

Remarquons que si (7) admet un feedback stabilisant u(x) de classe C∞ sur Rn\{0}
(u(0) = 0), alors, d’après le théorème inverse de Liapounov (voir [6], [7]), le système
bouclé admet une fonction de Liapounov stricte de classe C∞, et donc (7) admet
une fonction de Liapounov contrôlée. Reprenant un résultat d’Arstein [8] dont il
donne une démonstration constructive, Sontag [9] montre que si un système affine
en contrôles admet une fonction de Liapounov contrôlée, alors il est stabilisable par
un feedback de classe C∞ sur Rn\{0}. Rappelons ici le résultat de Sontag dans le cas
d’une entrée scalaire (p = 1) pour simplifier. Dans ce cas, une fonction de classe C∞,
définie positive et propre, est une fonction de Liapounov contrôlée pour le système
si et seulement si

∇V (x)g(x) = 0⇒∇V (x)f(x) < 0

Si une telle fonction existe, posons pour tout x ∈ Rn

a(x) = ∇V (x)f(x) et b(x) = ∇V (x)g(x)

alors le feedback de classe C∞ sur Rn\{0} défini par
−a(x)−

√
−a2(x)+b4(x)

b(x)
si b(x) 6= 0

0 si b(x) = 0

stabilise le système.

3 Stabilisation pour une cl asse de syst èmes en cascade

Considérons un système non linéaire en cascade de la forme (1). Notons que,
grâce à la régularité de f , il est toujours possible de décomposer f(x, y) sous la
forme

f(x, y) = f(x, 0) + ϕ(x, y)y

un choix possible de ϕ étant donné par

ϕ(x, y) =
∫ 1

0

∂f

∂y
(x, λy) dλ

On suppose de plus que f(x, 0) est un champ de vecteurs homogène sur Rn, et que
le système (1) vérifie les hypothèses suivantes :

H1 : Le point d’équilibre x = 0 de

ẋ = f(x, 0)

est GAS, et il existe une fonction de Liapounov stricte homogène V (x) telle que
∀x 6= 0
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∇V (x)f(x, 0) ≤ −aV (x), a > 0 (8)

H2 : Il existe une fonction scalaire décroissante γ(‖y‖) ≥ 0, bornée pour tout y
borné, tel que pour tout x dans Rn et tout y dans Rm

‖ϕ(x, y)‖ ≤ γ(‖y‖) (9)

H3 : Il existe un feedback u = u(y), qui rend le point d’équilibre y = 0 du système
bouclé

ẏ = g
(
y, u(y)

)
globalement asymptotiquement stable.

On a alors, le théorème suivant :

Théorème 2 : Sous les hypothèses H1, H2 et H3, (x, y) = (0, 0) est un point
d’équilibre GAS pour le système

ẋ = f(x, 0) + ϕ(x, y) y

ẏ = g
(
y, u(y)

) (10)

Preuve : Suivant H1 et H3, il suffit de montrer, en vertu du théorème 1, que la
composante x(t) de n’importe quelle trajectoire (x(t), y(t)), t ≥ 0, du système (10)
est bornée. En vue de cela, notons d’une part que, la fonction de Liapounov V de
l’hypothèse H1 étant homogène, ses dérivées partielles le sont aussi et on a

‖∇V (x)‖ ≤ αV (x), α > 0

D’autre part, d’après l’hypothèse H3, y(t) vérifie une estimation de la forme (6).
Tenant compte de (8) et (9), il s’ensuit que la dérivée de V le long des trajectoires
de l’équation différentielle

ẋ = f(x, 0) + ϕ
(
x, y(t)

)
y(t)

donnée par

V̇
(
x(t)

)
= ∇V (x) f(x, 0) +∇V (x) ϕ

(
x, y(t)

)
y(t)

vérifie

V̇
(
x(t)

)
≤ −aV (x) + ‖∇V (x)‖‖ϕ

(
x, y(t)

)
‖ ‖y(t)‖

≤ −aV (x) + νβ(‖y(0)‖, t)V (x)

où
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ν = αγ
(
β(‖y(0)‖, 0)

)
.

Comme, β est une fonction de classe KL, β (‖y(0)‖, t) décrôıt vers zéro lorsque t
croit, et il en résulte que

∃ T > 0, ∀ t ≥ T, β (‖y(0)‖, t) <
a

2ν

et donc

V̇
(
x(t)

)
≤ −a

2
V
(
x(t)

)
, ∀ t ≥ T.

On en déduit que

V
(
x(t)

)
≤ k exp(−a

2
t), ∀ t ≥ T (11)

où

k = V
(
x(T )

)
exp(

a

2
T )

[0, T ] étant un compact, l’inégalité (11) prouve que x(t) est bornée pour tout t ≥ 0,
ce qui achève la démonstration.

Remarque : A la suite du théorème 2, on peut considérer des systèmes en
cascade de la forme ẋ = f(x, v) + ϕ(x, y) y, x ∈ Rn, v ∈ Rq

ẏ = g(y, u) , y ∈ Rm, u ∈ Rp
(12)

vérifiant les hypothèses H2, H3 et la condition suivante :

H′1 : Il existe un feedback v = v(x) stabilisant globalement le sous-système ẋ =
f(x, v), et une fonction de Liapounov stricte homogène V telle que

∀x 6= 0, ∇V (x)f
(
x, v(x)

)
≤ −aV (x), a > 0

Sous ces hypothèses, le système (12) est alors globalement stabilisable par le feedback(
v(x), u(y)

)
.

Comme exemple, considérons le système suivant dans le plan :{
ẋ1 = −2x1 + 2x2 + x2

1x
2
2 − 1

2
x3

1 − x4
1 − 1

2
x5

1

ẋ2 = −2x1 − 2x2 + x2
1x2 + v

x = (x1, x2)
T ∈ R2 et v ∈ R. On peut vérifier que le feedback suivant v(x1, x2) =

−1
2
x3

2 stabilise ce système avec comme fonction de Lyapunov V (x) = ‖x‖2, qui
satisfait H′1. En effet, un simple calcul montre que la dérivée de V le long des
trajectoires en boucle fermée avec v(x), vérifie V̇ (x) = −4V (x)− (x2

1 + x3
1 − x2

2)
2 ≤

−4V (x).
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4 Stabilisation pour une cl asse de syst èmes partiellement lin é-

aires

On considère un système partiellement linéaire de la formeẋ = f(x, y)

ẏ = Ay +Bu
(13)

où x ∈ Rn, y ∈ Rm, u ∈ Rp, la paire (A,B) ∈Mm,m(R)×Mm,p(R) est stabilisable
et f est un champ de vecteurs de classe C∞ de la forme

f(x, y) = f(x, 0) + ϕ(x, y)Cy

avec C ∈ Mq,m(R). On suppose, sans perte de généralité, que les matrices B et C
sont de rang maximum, et que q ≤ p.
Notons que cette classe de systèmes est considérée dans [10] et [11] où l’on donne
une condition suffisante de stabilisation dans le cas q = p.
Dans la suite de cette section, on suppose de plus que le système (13) vérifie les
hypothèses suivantes :
H1 : x = 0 est un point d’équilibre GAS pour

ẋ = f(x, 0) (14)

et une fonction de Liapounov stricte V (x) associée à (14) est connue.

H2 : Il existe une matrice K ∈ Mp,m(R) et une matrice P ∈ Mm,m(R) symétrique
définie positive tel que

P (A +BK) + (A+BK)TP = −Q < 0 (15)

et
Ker BTP ⊂ Ker C (16)

On a alors le théorème suivant :

Théorème 3 :
Sous les hypothèses H1 et H2, il existe une fonction v(x, y) de classe C∞ sur (Rn ×
Rm)\{(0, 0)} tel que le feedback

u(x, y) = Ky + v(x, y)

stabilise globalement le système (13).

Preuve : On prend la commande u sous la forme

u = Ky + v

où v est un nouveau contrôle, et, tenant compte de l’hypothèse H1 et de (15), on
considère la fonction de Liapounov

W (x, y) = V (x) + yTPy
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La dérivée de W le long des trajectoires du système boucléẋ = f(x, 0) + ϕ(x, y)Cy

ẏ = (A+BK)y +Bv
(17)

est alors donnée par

Ẇ (x, y) = ∇V (x)[f(x, 0) + ϕ(x, y)Cy]−
(
yTQy − 2yTPBv

)
On a par ailleurs, suivant (16), pour tout y ∈ Rm,

BTPy = 0 ⇒ Cy = 0

Posons

a(x, y) = ∇V (x)f(x, 0)− yTQy +∇V (x)ϕ(x, y)Cy

et

b(y) = 2yTPB

Il s’ensuit alors, d’après H1 et H2, que

b(y) = 0 ⇒ a(x, y) < 0

ce qui équivaut à dire queW est une fonction de Liapounov contrôlée pour le système
(17). Posons alors

β(y) = ‖b(y)‖2 et bi(y) = 2yTPBi, i = 1, .., p

où Bi est le i-ème vecteur colonne de B, de sorte que

b(y) = (b1(y), .., bp(y))

Il vient alors, d’après [9], que le feedback v(x, y) de classe C∞ sur (Rn × Rm) \{(0, 0)},
défini par

v(x, y) =
(
v1(x, y), ..., vp(x, y)

)T
où

vi(x, y) =

 0 si (x, y) = (0, 0)

σi(x, y) sinon

et

σi(x, y) =


0 siβ = 0 et a < 0

−bi
a+
√
a2+β4

β
sinon

stabilise globalement le système (17), ce qui achève la démonstration.
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